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内容简介 

本书是为高等理工科院校编写的“复变函数与积分变换”的教材. 内容包

括：复数与复变函数, 解析函数, 复变函数的积分, 解析函数的级数表示, 残数

理论及其应用, 保形映射, 含复参数函数的积分, 拉普拉斯变换和傅里叶变换. 

本书内容丰富, 选材适当, 重点放在加强基本理论与基本方法以及它们

的基本应用上, 叙述严谨, 并力求做到深入浅出, 通俗易懂. 与同类教材比较, 

本书中增加了“含复参数函数积分”一章, 作为推导拉普拉斯变换和傅立叶变

换的逆变换的理论基础, 使得积分变换的理论更严谨. 本书的另一重要特色是

加强了解析函数唯一性定理的应用, 把解析函数的唯一性定理应用到解析函

数的微分理论和拉普拉斯变换的计算上, 使本书的内容更具系统性, 体系更科

学.  

本书可以作为理工科大学“复变函数与积分变换”课程的教材, 也可以供

工程技术人员参考使用.  
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第一章  复数与复变函数 

复变函数的研究对象是解析函数. 研究方法是极限方法, 本章先

介绍复数集, 然后介绍复变函数的极限和连续性.  

§ 1.1 复数及其运算 

1.1.1 复数及其几何表示 

    设 x, y 是两个实数, 1i 2 −= , 称形如 yx i+ 或 iyx + 的数为一个复

数, 记为 z , 即 
yxz i+= 或 iyxz += ,  

其中 i 称为虚单位; x 称复数 z 的实部, 记为 Re z ; y 称复数 z 的虚部, 记
为 Im z .  

当虚部 y=0 时, 复数 z 就是实数; 当实部 x=0 时, 若虚部 y≠0, 复数

yz i= 称为纯虚数; 两个复数 111 iyxz += 与 222 iyxz += 相等当且仅当

2121 yyxx == ， .  
一个复数由它的实部和虚部, 即由一对有序实数所唯一确定; 而

在平面上取直角坐标系后, 在坐标平面上的任一点, 也由一对有序实

数所唯一确定. 把复数 yxz i+= (以后在不作特殊声明的情况下, 形如

yxz i+= 的数中的 x 和 y 均指实数)与平面上的坐标为(x, y)的点相互对

应, 于是在一切复数所组成的集合与平面上的一切点组成的集合之间, 
构成一一对应. 一切实数所成的集, 与横轴上一切点组成的集相对应; 
一切纯虚数所组成的集, 与纵轴上的一切点(除去原点外)所组成的集

相对应. 因此把横轴称为实轴, 纵轴称为虚轴. 实轴在原点右方及左方
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的部分, 分别称为正实轴及负实轴; 在实轴的上方及下方的半平面, 分
别称为上半平面及下半平面; 虚轴的左方及右方的半平面, 分别称为

左半平面及右半平面; 如果用平面上的点表示复数, 那么这个平面就

称复平面, 或按照表示复数的字母 wz, , …称为 z 平面, w 平面等等.  
“复数 yxz i+= ”与“点 yx i+ ”用做同义语, “复数集”与“平

面点集”也做同义语.  
在复平面上 , 从原点出发到点 yxz i+= 所引的向量与该复数

yxz i+= 也构成一一对应(复数零对应着零向量). 因此, 有时也把“复

数”与“二维向量”, “复数集”与“向量集”用做同义语. 向量 yxz i+=
的长度称为复数 yxz i+= 的模, 记为 

.|| 22 yxz +=                        (1-1) 

当 z ≠0 时, 实轴的正向与向量 z 之间的夹角称为复数 z 的辐角, 记为

Arg z ; 显然 Arg z 有无穷多个值, 其中每两个相差 2π的整数倍, 但
Arg z 只有一个值α满足条件−π＜α≤π, 它称为 z 的辐角主值 , 记为

arg z . 显然,  
).,1,0(π2argArg ±=+= kkzz               (1-2) 

    arg z 与反正切
x
ytanArc 的主值

x
yarctan 有如下的关系： 


















−

+
=

≠

.

;

;

;

,arctan

,πarctan

,πarctan

             ,arctan

arg
0

在第四象限时当

在第三象限时当

在第二象限时当

在第一象限时当

z
x
y

z
x
y

z
x
y

z
x
y

z
z

 

例 1.1   计算复数 i43 +−=z 的模和辐角.  

解： =|| z 5169|i4)3(| =+=+− , 因为 z 在第二象限, 故 
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.,2,1,0  ,
3
4arctanπ)12(                      

ππ2
3

4arctan)i43(Arg

3±±=−+=

++
−

=+−

kk

k
 

零没有确定的辐角, 或者说零没有辐角; 零的模为零.  

复数 z 的实部和虚部可用它的模和辐角表出： 

,sin||Im,cos||Re θθ zzzz ==  

其中 =θ Arg z ,于是 z 本身可表示为 

)sini(cos|| θθ += zz ,                  (1-3) 

这个式子称为 z 的三角表示式.  

用符号 θie 表示 θθ sinicos + , 就有 
θie|| zz = ,                       (1-4) 

它称为 z的指数表示式, 或欧拉( Euler)表示式.  
称复数 yxz i−= 为复数 yxz i+= 的共轭复数. 显然, z 与 z 关于

实轴对称(图 1-1). 因此 
| z |=| z |, zz ArgArg −= , zz ReRe = , zz ImIm −=  

等式 zz ArgArg −= 应理解为：对于左

边 z Arg 的任一个值, 右边的 zArg− 必

有一对应值使等式成立, 反之亦然.  

与实数集不同, 复数没有定义大小

关系. 对复数不定义其大小, 不是不为, 
而是不能. 首先实践中没提出复数要比

较大小的问题. 东西有多寡, 故自然数

有大小. 而整数间的大小关系和实数间

的大小关系 , 是由数的“绝对正负”产生的 . 复数 yxz i+= 与复数

− yxz i−−= 可以说是一种相对的“互为负”的关系, 并没有绝对的正

与负之分(如−2+3i 和 2−3i 是互为相反数, 但不能说其中哪一个是正数, 
哪一个是负数). 其次即使单从理论上看, 也不能认为复数之间可规定

一种大小. 因为不能随便地确定复数的大小关系(这样可能把复数搞

 

图 1-1 
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乱), 任何方法所规定的复数大小, 必须满足一些起码的条件, 比如, 设

321 ,, zzz 为复数： 
(1) 若 1z < 2z , 2z < 3z , 则 1z < 3z ;  
(2) 若 1z < 2z , 1z > 2z , 则 1z = 2z ;  
(3) 若 1z < 2z , 则 1z + 3z < 2z + 3z ;  
(4) 若 1z < 2z , 3z >0, 则 1z 3z < 2z 3z .  
我们说 , 不可以在复数之间规定一种大小同时满足这四个条件 . 

假如可以规定这样一种大小 , 可以证明 , 若 z ≠0, 则 2z >0, 据此有

1=12>0, 由(3)两边加−1 得 0>−1, 但−1=i2>0, 即 0<−1. 0>−1 与 0<−1 同

时成立, 这与(2)矛盾.  

1.1.2 复数的运算 

两复数 111 iyxz += , 222 iyxz += 的加法和乘法运算由下列等式

定义： 

=+ 21 zz )(i)()i()i( 21212211 yyxxyxyx +++=+++ ,       (1-5) 

21zz = )(i)()i)(i( 122121212211 yxyxyyxxyxyx ++−=++ ,    (1-6) 

减法和除法定义为加法和乘法的逆运算, 于是有 

=− 21 zz )(i)()i()i( 21212211 yyxxyxyx −+−=+−+ ,     (1-7) 

=
2

1

z
z

)i)(i(
)i)(i(

i
i

2222

2211

22

11

yxyx
yxyx

yx
yx

−+
−+

=
+
+

 

0i,i 222
2

2
2

2112
2
2

2
2

2121 ≠+
+

−
+

+

+
= yx

yx
yxyx

yx
yyxx

.        (1-8) 

可以证明, 复数的加减乘除(除数不为零)运算与实数的加减乘除运算

满足同样一些法则(如交换律、结合律、分配律).  
据式(1-5)可知, 复数 111 iyxz += 及 222 iyxz += 相加与向量 1z 及

2z 相加的规律一致, 在力学和物理学中, 力、速度、加速度等都可用向

量来表示, 这说明了复数可用来表示某些实际的物理量. 当非零向量

1z 、 2z 不共线时(图 1-2), 作起点在原点的向量 1z 及 2z , 以 1z 及 2z 为边
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作平行四边形, 从原点出发沿对角线所作的向量就表示 1z + 2z , 当 1z
及 2z 的方向相同或相反时, 1z + 2z 也容易作出. 由于− 2z 表示与 2z 长

度相同, 方向相反的向量(称 2z 的反向量), 而且 1z − 2z = 1z +(− 2z ), 可
以仿照 1z + 2z 的情形作出 1z − 2z (图1-2); 显然, 复数相减与向量相减的

法则也一致.  

 

图 1-2 

以下导出两复数的和及差的模的几个不等式, 如图1 -2, 从点 1z 出

发到 1z + 2z 的向量是向量 2z , 于是| 1z |, | 2z |及| 1z + 2z |构成一个三角形

的三边, 故有 
| 1z + 2z | ≤ | 1z |+| 2z |,                      (1-9) 
| 1z + 2z | ≥ || 1z |−| 2z ||.                    (1-10) 

在式(1-9)及式(1-10)中, 用− 2z 代替 2z 就得到 
| 1z − 2z | ≤ | 1z |+| 2z |,                     (1-11) 
| 1z − 2z | ≥ || 1z |−| 2z ||.                    (1-12) 

也可直接证明式(1-11)及式(1-12). 其实在图 1-2中, 从点 2z 出发到

点 1z 的向量就是 1z − 2z , 考虑向量 1z , 2z 及 1z − 2z 所构成的三角形 , 
就可推出这两个不等式. 从图 1-2 还可看出：| 1z − 2z |表示点 1z 及 2z 的

距离 . 此外不难证明 , 即使向量 1z , 2z 及 1z + 2z 共线 , 式 (1-9)及式

(1-10)仍然成立.  
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关于复数 yxz i+= 的模, 还有下列关系： 

|| z ≥ |Re| z ,                        (1-13) 

|| z ≥ |Im| z ,                        (1-14) 

.|| 2 zzz =                           (1-15) 

利用复数四则运算, 易得下列等式 

zzz Re2=+ ;                        (1-16) 

zzz Imi2=− ;                       (1-17) 

2121 zzzz ±=± ;                      (1-18) 

2121 zzzz = ;                        (1-19) 

)0( 2
2

1

2

1 ≠=







z

z
z

z
z

.                  (1-20) 

把非零复数 1z 及 2z 写成三角表示式： 

)ArgsiniArg(cos|| 1111 zzzz += ,  

)ArgsiniArg(cos|| 2222 zzzz += .  

由乘法定义得 

)]ArgArgsin(i)ArgArg[cos(|||| 21212121 zzzzzzzz +++=  

据此得 

|||||| 2121 zzzz = ,                    (1-21) 

及                   

2121 ArgArg)(Arg zzzz += .                (1-22) 

式(1-22)应理解为：对于 )(Arg 21zz 的任一值, 一定有 1Arg z 及 2Arg z 的

某一值与之对应, 使得等式成立, 反之亦然. 其次由除法的定义得 

)0(
||
||

2
2

1

2

1 ≠= z
z
z

z
z

,                  (1-23) 

及         
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)0,0(ArgArgArg 2121
2

1 ≠≠−=







zzzz

z
z

,       (1-24) 

等式(1-24)应与等式(1-22)类似地理解. 由此知： 
(1) 两非零复数乘积是一个复数, 其模等于它们模的乘积, 其辐角

等于它们辐角的和;  
(2) 两非零复数商是一个复数, 其模等于它们模的商, 其辐角等于

它们辐角的差.  

因此, 当用向量表示复数时, 可以说

两非零向量 1z , 2z 的积 21zz 是一个向量, 
它是由向量 1z 旋转一个角度 2Arg z 并伸

长(或缩短)到 || 2z 倍得到的(图 1-3), 特别

是有, 当 || 2z =1 时, 乘法变成了只是旋转, 
如 1iz 相当于 1z 逆时针旋转 90°; 又当

2Arg z =0 时, 乘法变成了仅仅是伸长(或
缩短).  

类似地, 可描述两个非零复数商的几何意义.  

最后考虑复数的乘幂, 设 z ≠0 , n 为正整数, nz 表示 n 个复数 z 的
乘积, 由乘法运算法则得 

)]Argsin(i)Arg[cos(|| znznzz nn += ,  
若规定 0z =1, 这公式当 n = 0 时也成立. 定义 

)].Argsin(i)Arg[cos(||       

)]Argsin(i)Arg[cos(||
11

znznz

znznzz
z

n

nn
n

−+−=

+
==

−

−

 

则对任意的整数 m, 有 

)]Argsin(i)Arg[cos(|| zmzmzz mm +=             (1-25) 

当 || z =1 时, 得棣莫佛(De Moivre)公式： 

)Argsin(i)Argcos( zmzmz m += .               (1-26) 

设 n(n≥2)为正整数, 定义 nn zz =
1

为满足 zwn = 的复数 w , 并称

 

图 1-3 
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它为 z 的 n 次根. 为求出根 n zw = , 令 

).ArgsiniArg(cos||
),ArgsiniArg(cos||
wwww

zzzz
+=

+=
 

由 

),ArgsiniArg(cos|| 
   )Argsin(i)Arg[cos(||

zzz
wnwnww nn

+=
+=  

知 z
n

wzw n Arg1Arg,||||
1

== . 设ϕ是 zArg 的某一值, 则 

),1,0(),π2(1Arg ±=+= kk
n

w ϕ . 

故有 

).,1,0(),π2siniπ2(cos||  
1

1

±=
+

+
+

=

==

k
n

k
n

kz

zzw

n

nn

ϕϕ
    (1-27) 

式(1-27)中, 取 k =0, 1,2, …, n−1, 可得 n个相异的根, 分别记为w0, 
w1, … wn−1. 显然 k 还可取其它值, 但得不到不同的新根. 事实上, 设 r, 
s 是两个不同的整数, 且 0≤r≤n−1, 0≤s≤n−1, 则有 wr, ws是其对应的

两个根, 因 

.π2π2π2ArgArg
n

sr
n

s
n

rww sr
−

=
+

−
+

=−
ϕϕ

 

而 10 <
−

<
n

sr , 故 π2ArgArg kww sr ≠− , 从而知 sr ww ArgArg ≠ ,故
sr ww ≠ . 这说明 w0, w1, … wn−1 中任二值不相同. 又设 rnqk += , q, r

为整数且 q ≠ 0, 0≤r≤n−1, 则 
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.Argπ2)π2(1          

]π)(2[1)π2(1Arg

r

k

wqr
n

rnq
n

k
n

w

=++=

++=+=

ϕ

ϕϕ
 

故 rk ww = , 这说明 n z 只有 n 个不同的根 w0, w1, … wn−1. 显然, 这 n 个

根在复平面上表示为：以原点为中心, n z || 为半径的圆内接正 n 边形

的 n 个顶点.  
例 1.2 设 1z 及 2z 是两个复数, 求证 

)Re(2|||||| 21
2

2
2

1
2

21 zzzzzz ++=+ . 

证      ))((|| 2121
2

21 zzzzzz ++=+  

12212211

2121 ))((
zzzzzzzz

zzzz
+++=

++=
 

).Re(2||||

||||

21
2

2
2

1

2121
2

2
2

1

zzzz

zzzzzz

++=

+++=
 

例 1.3 设 yxz i+= , 证明 

2
|||| yx +
≤ || z ≤ |||| yx + . 

证   显然 || z = |i| yx + ≤ |||| yx + . 故只须证 |||| yx + ≤ ||2 z . 

因 

||||2 yx ≤ 22 |||| yx + , 

故 

||||2|||| 22 yxyx ++ ≤ )|||(|2 22 yx + .  

从而 
2|)||(| yx + ≤ )|||(|2 22 yx + , 

|||| yx + ≤ ||2||||2 22 zyx =+ . 

例 1.4    求   4 i1+  的值. 
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解  由 )
4
πsini

4
π(cos2i1 +=+ , 得 

3). 2, 1, 0,(           ],
2
πsin i

2
π][cos

16
πsini

16
π[cos2            

)]π2
4
π(

4
1sini)π2

4
π(

4
1[cos2i1

8

84

=++=

+++=+

kkk

kk
  

于是 4 i1+ 的根为 0000 i,,i, wwww −− , 其中 ]
16
πsini

16
π[cos28

0 +=w .  

还要特别注意, 虽有 ,ArgArg)(Arg 2121 zzzz += 但 

zzzz Arg2ArgArgArg 2 ≠+= . 
例如,  

),1,0(,π2πArgi2 ±=+= kk . 

),1,0(     π4π)π2
2
π(2Argi2 ±=+=+= kkk .  

3π是 2Argi 的一值, 但 3π不是 Argi2 的值, 可知 2Argi ≠ Argi2 .  

§ 1.2 复平面上的点集 

满足一定条件的复数 z 的一个

集合表示复平面上的一个点集 , 讨
论复变函数及其有关的概念 , 要涉

及一些特殊的点集 , 本节将介绍这

些点集.  

在复平面上 ,  方程 rzz =− || 0  

r( ≥ )0 表示到定点 0z 的距离为 r 的

点的集合, 即 0z 为中心以 r 为半径的

圆周(图 1-4), 显然, 上述圆周还可表

示为 

,ei
0

θrzz =− 0( ≤θ ≤ )π2 . 

 

图 1-4 
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由 
22

00 |z|     || rzrzz =−=− 即， , 
或                                               

2
00 ))(( rzzzz =−− , 

得 
2

0000 rzzzzzzzz =−−+ . 

令 0z−=β , 2
00 rzz −=α , 上式成为                      

0=+++ αββ zzzz . 
于是圆周 rrzz (|| 0 =− ≥ )0 也可用上述这种形式的方程来表示 ; 

反之, 上边方程也表示以 β− 为中心, 以 αβ −2||  (当 αβ −2|| ≥ 0 时)
为半径的圆周.  

定义 1.1   满足 )0(|| 0 ><− δδzz 点的全体, 称为点 0z 的一个δ邻
域, 记为 ),( 0 δzN 或 )( 0zNδ .  

定义 1.2   给定复平面上的点集 E 及一点 0z , 若 0z 的任一邻域中

至少含有 E 的一个异于 0z 的点, 则称 0z 为 E 的一个聚点或极限点.  
由定义看出, 点集 E 的聚点可属于 E , 也可不属于 E , 若 E 的每

个聚点都在 E 内, 则称 E 为闭集.  
定义 1.3  点集 E 中非聚点的点称为 E 的孤立点; 若点 0z 的任一

邻域内, 既有 E 中的点, 又有不属于 E 的点, 则 0z 称为 E 的边界点 . 
点集 E 的全部边界点所组成的集, 称为 E 的边界.  

由定义看出, 边界点既可属于 E , 也可不属于 E ; 边界点可能是

聚点, 也可能是孤立点; 孤立点必是边界点, 边界点却不一定是孤立

点.  
定义 1.4  给定集 E, 若 E 内的点 0z 的某邻域含于 E 内, 则称 0z 为

E 的内点; 若 E 的每点都是它的内点, 则称 E 为开集.  
定义 1.5  若对集 E 中任意两点, 总存在连接这两点的折线, 而折

线上的点都属于 E , 则称集 E 是连通集.  
定义 1.6  连通的开集称为区域; 区域 D 连同其边界称为闭区域, 

记为 D .  
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定义 1.7 若对集 E , 存在实数 M >0, 使 E 中任一点 z 满足 || z < M , 

或者说存在 G：| z |< M , 使 EG ⊃ , 则称 E 为有界集. 非有界集称为无

界集. 如果区域 D 是有界集, 那么称它为有界区域, 否则称它为无界

区域.  
一般区域的边界可能十分复杂, 为了研究一般的区域, 下边介绍

曲线的概念.  
定义 1.8  设 )(tx 及 )(ty 是实变数 t 的两个实函数, 在闭区间[ βα , ]

上连续, 则由方程组 





=
=

),(
);(
tyy
txx

  (α ≤ t ≤ β ) 

或表示为复数方程 
),(i)( tytxz +=    (α ≤ t ≤ β )          (1-28) 

(简记为 )(tzz = )所确定的点集 C, 称为 z 平面上的一条连续曲线. 式

(1-28)称为 C 的参数方程, )(αz 及 )(βz 分别称为 C 的起点和终点; 满

足 βα << 1t , α ≤ 2t ≤ β , 21 tt ≠ 的 t1 及 t2, 当 )()( 21 tztz = 成立时, 

点 )( 1tz 称为 t 的重点; 凡无重点的连续曲线称为简单曲线或约当曲线; 

满足条件 )(αz = )( βz 的简单曲线称为简单闭曲线.  
定义 1.9  设简单(或简单闭)曲线 C 的参数方程为 

)(i)()( tytxtzz +== ,    (α ≤ t ≤ β ). 
又在α ≤ t ≤ β 上 )(tx′ 及 )(ty ′ 存在连续且不全为 0, 则 C 称为光滑曲

线(或光滑闭曲线).  
定义 1.10  设连续弧 AB的参数方程为 

)(tzz = ,    (α ≤ t ≤ β ). 
任取实数列 }{ nt ： 

βα =<<<<<= − nn ttttt 1210  ,           (1-29) 

并且考虑 AB弧上对应的点列： nzzz ,,, 21  , 将它们用一折线 Qn 连接

起来, Qn 的长度 

 12 



南
开
大
学
出
版
社

|)()(| 1
1

−
=

−=∑ jj

n

j
n tztzI  

如果对于所有的数列(1-29), In的上确界 nIL Sup= 存在, 则AB弧称为可

求长的. L 称为 AB 弧的长度.  
有限条光滑曲线衔接而成的曲线称为逐段光滑曲线. 逐段光滑曲

线必是可求长曲线, 但简单曲线(或简单闭曲线)却不一定可求长.  
定理 1.1 (约当 Jordan 定理)任一

简单闭曲线 C 将 z 平面唯一地分成

C、I(C)及 E(C)三个点集(图 1-5), 它
们具有如下性质： 

(1) 彼此不交;   
(2) I(C)是有界域(称为 C 的内

部);  
(3) E(C)是无界域(称为 C 的外

部);  
(4) 若简单折线 P 的一个端点属于 I(C), 另一端点属于 E(C), 则 P

必与 C 有交点.  
此定理的直观意义是很清楚的, 但定理的证明要用到拓扑学的知

识, 因此略去证明.  
定义 1.11  设 D 为复平面上的一个区域. 若在 D 内无论怎样画简

单闭曲线, 其内部仍全含于 D, 则称 D 为单连通区域; 非单连通区域称

为多连通区域.  

例 1.5   设 E 是点集 nm
nm

z ,(1i1
+= 是任意自然数)的集合, 它是

一个无内点集; 它的每一个点都是边界点, 但都不是它的聚点; E 不含

有它的聚点(图 1-6). 

 

图 1-5 
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图 1-6 

例 1.6   满足 1|1| <−z 及 1|1| <+z 的所有点 z 和原点组成的集是

连通集, 但不是开集(原点不是它的内点). 1|1| =−z 及 1|1| =+z 和原点

是这集合的边界(图 1-7). 

 

图 1-7 

例 1.7  满足 a < zIm < b 的所有点 z 组成的集为一带形域, 它是

一个无界区域, 其边界为两直线： bzaz == Im,Im (图 1-8).  
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图 1-8 

例 1.8  满足 000 )arg( θaθ +<−< zz 的所有点 z 组成的集为一个

角形域, 其边界为射线 00 )arg( θ=− zz 及 00 )arg( θa +=− zz (图 1-9). 

例 1.9  满足 az >Re  的所有点 z 组成的集是半平面, 它是一个单

连通无界域, 其边界是 az =Re (图 1-10). 

         

图 1-9                        图 1-10 

例 1.10  满足 2|i1|0 <++< z 的所有点 z 组成的集是中心在

)i1( +− , 半径为 2 的圆的内部挖掉圆心 )i1( +− 所组成的区域, 它是一

个多连通的有界区域.  

§ 1.3 复变函数 

定义 1.12  设 E、F 为两个非空复数集, 若有一个法则 f, 对每个复
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数 Ez∈ , 都有 F 中确定的复数 w 与之对应, 则称 f 为定义在 E 上的复

变函数; 与 z 对应的复数 w 称为函数在 z 的值, 记为 )(zfw = , 同时也

用 它 表 示 定 义 在 E 上 的 函 数 ; E 称 为 函 数 的 定 义 域 , 
FEzzfwwA ⊆∈== }),(|{ 称为函数的值域. A 也记为 f(E).  

定义不排除 
(1) 把 E 中不同的点对应到 F 中的同一个点 w, 于是常数可看成是

取同一值的函数;  
(2) E 中的每一点 z , 只有 F 中的一个 w与之对应, 此时称 f 为单值

函数;  
(3) 对 E 中的一些点, 在 F 中有多个复数 w与之对应, 此时称 f 为

多值函数(今后如无特殊说明, 所讨论的函数均指单值函数);  

(4) 对 E 中任二复数 1z , 2z , 若 1z ≠ 2z , 则在 F 中对应的二复数

)( 11 zfw = , )( 22 zfw = 也成立 21 ww ≠ , 此时称 f 为单叶函数.  
如果 E 与 A 分别在 z 平面和 w 平面的实轴上, 那么 )(zfw = 就是一

个实变实值函数, 因此实函数可以看成复变函数的一个特例.  
一 般 情 况 下 , 考 虑 υi+= uw 的 实 部 和 虚 部 , 记

),()(Im),,()(Re yxzfyxuzf u== , 则“函数 )(zfw = 在 E 上确定”, 也

就是“对 E 中坐标为 x, y 的每一点, 确定了两个定义在 E 上的函数

),(),,( yxyxuu uu == ”, 于是一个复变数函数等价于两个实变函数.  

例 1.11 2zw = , 由 )2(i)i( 2222 xyyxyxz +−=+= , 故有 
22 yxu −= , xy2=υ . 

例 1.12  zzw += 2 , 因 

).2(i 

i)i(
22

22

yxyxyx

yxyxzz

−++−=

−++=+
 

故有 xyxu +−= 22 , yxy −= 2υ .  

    例 1.13  已知 

).11(i)11()( 2222 yx
y

yx
xzf

+
−+

+
+=  

欲将它表示为关于 z 的表达式, 可如下进行：由 
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,||),(
i2

1),(
2
1 222 zzzyxzzyzzx ==+−=+=  

得 

.1          

)1111(
2
1          

)11(
2

)11(
2

          

)11(
i2

i)11(
2

)(

z
z

zz
zz

zz
zz

zz
zz

zz
zz

zz
zz

zz
zzzf

+=

+−−++++=

−
−

++
+

=

−
−

++
+

=

 

既然一个复变函数 f( z )等价于两个实函数 ),(),,( yxyxu u , 而实

函数已为人们所了解, 那么为什么要将两个实函数结合成一个复变函

数来研究呢？如果这两个实函数是任意挑选的, 并且它们之间没有特

殊的联系, 那么把两个实函数合成复变函数去研究, 就没有任何价值

了. 复变函数主要是研究那些 ),( yxu 与 ),( yxυ 具有确定关系的一类函

数, 即解析函数.  
复变函数既然可表示为 

),(i),()( yxyxuzf u+= ,  
而 x, y 又可用极坐标变量 r , θ表示为 θθ sin,cos ryrx == , 故 f( z )又可

表示为 
),(i),()( θυθ rruzf += .  

例如,  

.2sini2cos

2i)(
22

222

θθ rr

xyyxzzfw

+=

+−===
 

从而 .2sin),(,2cos),( 22 θθυθθ rrrru ==  
关于复合函数、反函数及奇偶函数的定义, 在形式上均与实函数情

形相同, 如反函数的定义是： 

设 AwEzzfw ∈∈= ,),( (值域)⊂F, 若对 A 中的每个 w , 在 E
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中都有确定的点与之对应, 则在 A 上确定了一个函数, 记作 )(1 wfz −= , 

它就称为函数 )(zfw = 的反函数.  
由定义看出, 对于任意的 Aw∈ , 有 

)]([ 1 wffw −= ,  
且当函数及其反函数都是单值函数时, 还有 

Ezzffz ∈= − )],([1 . 
例 1.14  设 )(),( zzf ϕ 是偶函数, ),(zg ψ )(z 是奇函数, 证明若 

i)()(i)( +=+ zzgzf ϕ ψ )(z , 

则                       
== )(),()( zgzzf ϕ ψ )(z .             (1-30) 

证   因 )()(),()( zzzfzf ϕϕ =−=− ,  而 )()( zgzg −=− , 
ψ )( z− =-ψ )(z , 故有 

i)()(i)( +−=−+− zzgzf ϕ ψ )( z− , 
即 

i)()(i)( −=− zzgzf ϕ ψ )(z .               (1-31) 

式 (1-30) 与 式 (1-31) 的 两 边 分 别 相 加 和 相 减 , 便 分 别 得 到

== )()()( zgzzf 及ϕ ψ )(z .  
)(EfAw =∈ 可看成一个复平面( z 平面)到另一个复平面( w平面)

的映射, A 称为象集, E 称为原象集. 在两个复平面上, 分别画出象集和

原象集, 便称它们为复变函数的图形(图 1-11).  

 

图 1-11 
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例 1.15  在映射 )0(1
≠= z

z
w 下, z 平面上的下列曲线各映射为 w

平面上的什么曲线： 
(1) 422 =+ yx    (2) x=1. 
解  设 ),(i),(,i yxyxuwyxz u+=+= , 则 

2222 i1
yx

y
yx

x
zz
z

z
w

+

−
+

+
=== ,  

于是 

2
2

22
,

yx
y

yx
xu

+

−
=

+
= u .  

(1) 
4
11

)(
)(

22222

22
22 =

+
=

+

−+
=+

yxyx
yxu u , 即

4
122 =+υu , 于是在映

射
z

w 1
= 下 , z 平面上的圆周 422 =+ yx , 映射成 w 平面上的圆周

4
122 =+υu (图 1-12). 

(2) 当 x =1 时, 
21

1
y

u
+

= , 
21 y

y
+

−
=υ , 故 u

y
u =

+
=+

2
22

1
1u , 即

4
1)

2
1( 22 =+− υu , 于是在映射

z
w 1
= 下, z 平面上的直线 x =1 映射成 w

平面上的圆周
4
1)

2
1( 22 =+− υu (图 1-13).  

 

图 1-12 
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图 1-13 

例 1.16  在映射 2zw = 下, z 平面上的下列曲线各映成w平面上的

什么曲线： 

(1) 0,2|| =z ≤ zarg=θ ≤
2
π ;     (2) 422 =− yx . 

解 ( 1 ) 设 ),sini(cosi θθ +=+= ryxz υi+= uw ϕ(cosR=  

+ )sini ϕ , 则 θϕ 2,2 == rR . 由此, 当 z 的模为 2, 辐角由 0 变到
2
π

时, 对应的 w 的模为 4, 辐角由 0 变到π. 故在映射 2zw = 下, z 平面上

的圆弧映射成 w 平面上以原点为中心, 4 为半径, 位于 u 轴上方的半圆

周（图 1-14）.  

 
图 1-14 

(2) 设 υi,i +=+= uwyxz , 则  xyyxu 2,22 =−= u . 于是 z

平面上的双曲线 422 =− yx 映射成 w 平面上的直线 4=u (图 1-15). 
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图 1-15 

§ 1.4 复变函数的极限和连续性 

1.4.1 复变函数的极限 

先介绍复数列的极限. 按自然数编号的一列复数： 1z , 2z , …, nz …, 
称为复数列, 记为{ nz }. 

定义 1.13  给定复数列{ nz }, A为复常数, 若对任意给定的ε>0, 存
在自然数 N, 使得当 n>N 时, 恒有 ε<− || Azn , 则称 A 为{ nz }当 n 无限

变大时的极限, 记为 
,lim Aznn

=
∞→

或 )( ∞→→ nAzn .                 (1-32) 

由于这个定义与实数列的极限定义在形式上完全一致, 于是凡在

实数列情形下, 不涉及大小关系的极限定理, 只要证明这些定理时使

用的关系式在复数情况也成立, 那么就用同样方法证明这些定理在复

数情形也是对的. 例如, 实数列极限的四则定理的证明中只牵涉关系

式 
|| ba + ≤ |||| ba + 和 || ab ≤ |||| ba , 

而这两个关系式在复数情况也成立, 于是极限四则定理在复数列情形

也对.  

定理 1.2  复数列{ nz }有极限 A 的充分必要条件是 }{ nz 有极限

A .  

其实, 只要注意到 
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|||||| AzAzAz nnn −=−=− ,  

就很容易完成本定理的证明.  

定理 1.3  设 ,,2,1,i,i =+=+= nbaAyxz nnn 则{ nz }有极限 A

的充要条件是{ xn }以 a 为极限, 同时{yn }以 b 为极限.  

证  先证必要性. 因 

,
i2

,
2

nn
n

nn
n

zz
y

zz
x

−
=

+
=  

故依定理 1.2 知 

.Im
i2i2

limlim

,Re
22

limlim

bAAAzz
y

aAAAzz
x

nn

nnn

nn

nnn

==
−

=
−

=

==
+

=
+

=

∞→∞→

∞→∞→  

再证充分性. 其实, 有 

.lim,i)i(lim AzAbayx nnnnn
==+=+

∞→∞→
即  

由定理 1.2 易证明下边的定理.  
定理 1.4  任何有界复数列必有收敛子列.  

定理 1.5  复数列{ nz }有极限的充要条件是对任意给定的 0>ε ,  

存在自然数 N, 当 n>N 时, 恒有 ε<−+ || npn zz ( p =1, 2, …).  
下边再介绍函数极限的概念及其命题.  

定义 1.14  给定定义在集合 E 上的函数 )(zfw = , 0z 是 E 的一个

聚点 , A 是一个复常数 ; 若对任意给定的 0>ε , 存在 0>δ , 使得当

Ez∈ 且 δ<−< ||0 0zz 时 , 恒有 ε<− |)(| Azf , 则称 A是 z 趋于 0z 时

)(zf 的极限, 记为 
Azf

Ez
zz

=
∈
→

)(lim
0

或 ),(        ,)( 0zzEzAzf →∈→ .        (1-33) 

在不引起混淆的情况下, 上式中可省去“ Ez∈ ”. 
由于定义和实函数相应定义在形式上完全一致, 于是实函数中凡

不牵涉大小关系的极限定理, 只要证明这些定理时使用的关系式在复
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数情形也成立, 那么相应的极限定理在复变函数情形也成立. 例如, 由 
|)()(| zgzf + ≤ |)(||)(| zgzf + 及 |)(||)(||)()(| zgzfzgzf = , 

使用定义 1.14, 仿实变函数相应定理的证法便可得出如下的极限四则

定理. 
定理 1.6  若 Azf

Ez
zz

=
∈
→

)(lim
0

, Bzg
Ez
zz

=
∈
→

)(lim
0

, 则 

).0)(,0(
)(lim

)(lim

)(
)(lim

;)(lim)(lim)()(lim

;)(lim)(lim)]()([lim

0

0

0

000

000

≠≠==

⋅=⋅=

±=±=±

∈
→

∈
→

∈
→

∈
→

∈
→

∈
→

∈
→

∈
→

∈
→

zgB
B
A

zg

zf

zg
zf

BAzgzfzgzf

BAzgzfzgzf

Ez
zz

Ez
zz

Ez
zz

Ez
zz

Ez
zz

Ez
zz

Ez
zz

Ez
zz

Ez
zz

 

定理 1.7 Azf
zz

=
→

)(lim
0

的充分必要条件是 .)(lim
0

Azf
zz

=
→

 

注意到 |)(||)(||)(| AzfAzfAzf −=−=− , 很容易完成定理的证

明.  
定理 1.8 Azf

zz
=

→
)(lim

0

的充分必要条件是 ,Re)(Relim
0

Azf
zz

=
→

 

Azf
zz

Im)(Imlim
0

=
→

.  

该定理的证明与定理 1.2 的证明类似, 这里不再重复.  

1.4.2  复变函数的连续性 

定义 1.15  设 0z 为集合 E 的聚点且 Ez ∈0 , 若 )()(lim 0
0

zfzf
Ez
zz

=
∈
→

,  

即对任意给定的 0>ε , 存在 0>δ , 使得当 Ez∈ 且 δ<− || 0zz 时, 恒有

ε<− |)()(| 0zfzf , 则称 )(zf 在 0z 点连续.  

如果 )(zf 在集合 E 上每点都连续, 则称 )(zf 在 E 连续. )(zf 在区

域 D 的边界上某点 0z 连续, 是指 
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)()(lim 0
0

zfzf
Ez
zz

=
∈
→

. 

如果函数在一点连续, 那么当变量趋于该点时, 函数必有极限, 故

平行于极限定理有：两连续函数的和、差、积、商都是连续函数(商的

情况, 使分母等于 0 的点除外); )(zf 连续时 )(zf 也连续, 反之亦然; 

)(zf 在 000 iyxz += 连续的充要条件是 )(Re zf 及 )(Im zf 都在点

),( 00 yx 连续.  

还可证明, 若函数 )(zfw = 在集合 E 上连续, 并且函数值的集合为

F , 而在 F 上, 函数 )(wϕζ = 连续, 则复合函数 )()]([ zFzf ==ϕz 在集

合 E 上连续.  
定理 1.9  设 )(zf 在有界闭集 E 上连续, 则 

(1) )(zf 在 E 上有界, 即存在一个正数 M, 对 E 上的任何点 z , 都
有 |)(| zf ≤ M ;  

(2) | )(zf |在 E 上可以取到最大值和最小值, 即存在 Ezz ∈21 , , 使 

|)(| zf ≤ )(|)(| 1 Ezzf ∈ , 

|)(| zf ≥ )(|)(| 2 Ezzf ∈ ; 

(3) )(zf 在 E 上一致连续, 即对任意给定的 0>ε , 存在 0>δ , 使

当 δ<− || 21 zz 时的任意两点 Ezz ∈21 , 时, 均有 

ε<− |)()(| 21 zfzf .  

证    )),(i),()((),(),(|)(| 22 yxyxuzfyxyxuzf uu +=+= 在有

界闭集 E 上连续, 由实二元函数在有界闭集上的性质, 即知(1), (2)为

真. 由 ),( yxu 及 ),( yxυ 的一致连续性也可推出(3)为真.  

例 1.17  考查 zzzf Re)( = 的连续性.  

解   因 2)(Re xzf = , xyzf =)(Im 在 z 平面上处处连续, 故 )(zf

在 z 平面上处处连续.  

例 1.18  考查 zzf arg)( =  的连续性.  

解   因 原 点 的 辐 角 无 意 义 , 故 arg z 在 原 点 不 连 续 . 设
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0i ≠+= yxz , 则 
















=<

≠<±

≠=±

>

=

0.0,                    ,π

;0,0  ,πarctan

;0,0                ,
2
π

,0,arctan

arg

yx

yx
x
y

yx

yx
x
y

z

；为任意实数

       (1-34) 

于是当 0i 000 ≠+= yxz 不是负实轴上的点时, 和 0z 足够接近的点

z 也不是原点和负实轴上的点, 对这样的点 0z , 据式(1-34)有 

.arg   

   

.0  ,0  ,πarctan

;0  ,0  ,
2
π

;0  ,arctan

      

.0  ,0  ,πarctanlim

;0  ,0  ,
2
πlim

;0  ,arctanlim

arglim

0

00
0

0

00

0
0

0

00

000

0

0
0

0

0
0

0

z

yx
x
y

yx

x
x
y

yx
x
y

yx

x
x
y

z

yy
xx

yy
x

yy
xx

zz

=















≠<±

≠=±

>

=


















≠<±

≠=±

>

=

→
→

→
=

→
→

→

  

当 0z 为负实轴上的点时, )0( 000 <= xxz , 由式(1-34), 得 

,ππarctanlim
00

0

=+
+→

→ x
y

y
xx
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.ππarctanlim
00

0

−=−
−→

→ x
y

y
xx

 

于是 z
zz

arglim
0→

不存在.  

综上所述知, 除原点及负实轴上的点外, arg z 在 z 平面上每点都连

续.  

例 1-19  考查函数
z

zf
−

=
1

1)( 在| z |<1 内的连续性和一致连续性.  

解  设 yxz i+= , 则 

,
)1(

i
)1(

1          
]i)1][(i)1[(

i)1(
i1

1)(

2222 yx
y

yx
x

yxyx
yx

yx
zf

+−
+

+−
−

=

+−−−
+−

=
−−

=
 

因
22)1(

1
yx

xu
+−

−
= 及

22)1( yx
y
+−

=υ 均在 | z |<1 连续, 故 )(zf 在

| z |<1 内连续.  

下面证 )(zf 在| z |<1 内不一致连续. 对
2
1

0 =ε , 无论δ多么小, 总

可取
n

z 111 −= 与
n

z 212 −= , 虽有 δ<=−
n

zz 1|| 21 (只要
δ
1

>n ), 但 

021 2
|)()(| ε>=−

nzfzf . 

故
z

zf
−

=
1

1)( 在| z |<1 内不一致连续.  

§ 1.5  扩充复平面 

1.5.1 球面投影 

取定空间坐标系 O - ζηξ 作一球面 

4
1)

2
1( 222 =−++ ζηξ  ,                 (1-35) 
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并作 z 平面与 ξηO 重合 (图 1-16). 用线段将 N 与 z 平面上一点

yxz i+= 相连接交球面(1-35)上一点 P, 点 P 称点 z 在球面上的投影. 
过点 N(0, 0, 1), P( ζηξ ,, )和点(x,y,0)的直线为 

,
10
1

0
0

0
0

−
−

=
−
−

=
−
− ζηξ

yξ
 

即 

.
1
1

−
−

==
ζηξ

yξ
                   (1-36) 

 

图 1-16 

由式(1-36)知
ζ

η
ζ

ξ
−

=
−

=
1

,
1

yξ , 从而得 

.
1

i
1 ζ

η
ζ

ξ
−

+
−

=ζ                          (1-37) 

由式(1-35)得   )1(22 ζζηξ −=+ , 从而得 

ζ
ζ
−

=+
1

22 yx .                          (1-38) 

因 

ηξζζ
ζ yξyξ ==

−
=

−
+=++

1
1

1
11 22 , 

故有 
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













+
=

++

+
=

++
−=

+
−

=
++

=

+
+

=
++

=

.
||1

||
11

11

;
)||1(i21

;
)||1(21

2

2

22

22

22

222

222

z
z

yx
yx

yx

z
zz

yx
y

z
zz

yx
x

z

η

x

   (1-39) 

由式(1-37)和式(1-39)知 z 平面上的点与球面上异于点 N 的点成一

一对应.  
当 +∞→|| z 时 , 由式(1-39)知 , 1,0,0 →→→ ζηξ ; 而 1→ζ 时 , 

由式(1-38)知, +∞→|| z . 于是, 球面上的点 N 与 z 平面上的模为无穷

大的一个假想点相对应. 这个假想点称为无穷远点, 并记为∞.  
平面   

0=+++ DCBA ζηξ                      (1-40) 

与球面(1-35)的交线是圆周, 该圆周在 z 平面上的投影为 

0)( 22 =++++++ DByAxyxCByAx ,            (1-41) 
当 C+D=0 时, (1-41)为直线, 当 C+D≠0 时(1-41)为圆周.  

以 1,0,0 === ζηξ 代入式(1-40)得 C+D=0, 故球面上的圆周过点

)1,0,0(N 时 , 它在 z 平面上的投影为直线 , 球面上的圆周不过点

)1,0,0(N 时, 它在 z 平面上的投影为圆周.  

1.5.2 扩充复平面 

加入无穷远点∞的复球面称为扩充复平面, 它对应的球面称复球

面, 复球面是扩充复平面一个几何模型.  
在扩充复平面上对点∞作如下的规定： 
(1) 点∞的模记为 +∞=∞ || ;  

(2) ∞≠a 时, ∞=∞±=±∞=
∞

∞=
∞ aaa
a

,0, ;  

(3) 0≠b 时 ∞=∞=∞=∞
0

, bbb ;  
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(4) 复平面上每条直线都过点∞, 同时没有一个半平面包含点∞.  

关于点∞的实部、虚部、辐角均无意义; 运算∞±∞, 0⋅∞, 
∞
∞

也都无 

意义. 在扩充复平面上, ∞点的ε邻域 )(∞εN 是指合于条件
ε
1|| >z 的点 

集合. 用 )(∞εN 可把聚点、内点和界点等概念推广到点∞, 于是复平面

以∞为唯一界点; 扩充复平面以∞为内点, 从而扩充复平面是唯一无界

点的区域.  
任一简单闭曲线 C 将扩充复平面分为两个互不连接的区域, 一个

是有界区域 I(C), 另一个是无界区域 E(C), 它们都以 C 为边界(约当定

理).  
单连通域的概念也可扩充到扩充复平面上的区域. 设 D 为扩充复

平面上的区域, 若 D 内任一简单闭曲线, 其内部或外部(包含点∞)仍含

于 D, 则称 D 为扩充复平面上的单连通区域.  
在扩充复平面上, 点∞包含在函数的定义域内或为其聚点, 函数值

也可取到∞, 因此, 函数的极限与连续性概念可作如下的推广： 
在关系式 Azf

Ez
zz

=
∈
→

)(lim
0

中, 如果 0z 及 A 有一个是∞或均为∞, 就称 

A 为 )(zf 在 0zz → 时的广义极限. 对广义极限的 δε − 刻划, 也要作相应

的修改, 如 ∞≠∞= Az ,0 时, δε − 刻划是：任意给定 0>ε , 存在 0>δ , 

使得当
δ
1|| >z , Ez∈ 时, 恒有 ε<− |)(| Azf .  

在关系式 )()(lim 0
0

zfzf
Ez
zz

=
∈
→

中 ,  如果 0z 及 )( 0zf 有一个是∞ ,  称 

)(zf 在 0z 点广义连续 .  广义连续 δε − 刻划也要作相应的修改 .  如

∞≠∞= )(, 00 zfz 时, δε − 刻划是：任意给定 0>ε , 存在 0>δ , 使得 

当
δ
1|| >z , Ez∈ 时, 恒有 ε<− |)()(| 0zfzf . 又如 ,0 ∞≠z  )( 0zf =∞时, 

δε − 刻划是：任意给定 0>ε , 存在 0>δ , 使得当 δ<− || 0zz , Ez∈  

时, 
ε
1|)(| >zf .  
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例 1.20  证明 















∞=

=∞

∞≠≠

=

.,0

  ;0

0,1

)(

z

z

zz
z

zf ，

；且

 

在扩充复平面上连续.  
证   因 

.,),(11lim)(lim

);(01lim)(lim

);0(1lim)(lim

00
0

00

00

）（ ∞≠≠===

∞===

=∞==

→→

∞→∞→

→→

zzzzf
zz

zf

f
z

zf

f
z

zf

zzzz

zz

zz

故 )(zf 在扩充复平面上每点都连续.  

以后, 凡涉及扩充复平面时, 都强调“扩充”二字, 没加强调的场

合, 均指通常复平面; 以后提到的区域的连通性, 都限于通常复平面, 
提到的极限、连续等如不特殊声明, 均按通常意义理解.  

§ 1.6 习题 

1. 求下列复数的实部、虚部、模及辐角.  

(1)  
2

i31−
=z ;     (2) 

i5
i2

i43
i21 −
+

−
−

=z . 

2. 设 1z 、 2z 是二复数, 证明若 1z + 2z , 1z 2z 都是实数, 则 1z 和 2z

或者都是实数, 或者是一对共轭复数.  

3. 设 i3,
2
i1

21 −=
+

= zz , 试用指数形式表示
2

1
21 ,

z
z

zz . 
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4. 若 1z , 2z 为二复数, 试证 )Re(2 212121 zzzzzz =+ . 

5. 设 1z , 2z , 3z 三点适合条件： 

1z + 2z + 3z =0 及| 1z |=| 2z |=| 3z |=1.  

试证明 1z , 2z , 3z 是一个内接于单位圆周| z |=1 的正三角形的顶点.  
6. 证明 z 平面上的直线方程可写成 

czz =+αα ,    (α 是非零复常数, c是实常数). 

7. 证明 z 平面上的圆周可写成 

 0=+++ CzzzAz ββ ,  

其中, A, C 为实数, A≠0, β为复常数且 AC>2|| β . 
8. 求下列方程所表示的曲线： 
(1) Re( z +2)= −1;              (2) Im z =3;  

(3) | z −2|+| z +2|=5;              (4) arg ( z – i ) = ;
4
π  

(5) 2
1
1
=

+
−

z
z ;                   (6) |i||i| −=+ zz . 

9. 满足下列条件的 z 组成什么样的点集？如果是区域, 那么它是

单连通域还是多连通域？ 
(1) |i| −z ≤ |i2| + ;               (2) 1|2||2| >+−− zz ;  

(3) 3Re 2 ,
4
π)1arg(0 <<<−< zz 且 ;  (4) | z |<1, 且 

2
1Re >z ;  

(5) 5|2||2| >++− zz ;               

(6) 
za
az

−
−

1
分别小于 1, 大于 1, 等于 1, |a|<1.  

10. 判别下列命题的真伪： 
(1) 若 z 为纯虚数, 则 zz ≠ ; 
(2) i ≤ i2 ;  
(3) 零的辐角为 0;  

(4) 仅存在一个复数 z , 使 z
z

−=
1 ;  
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(5) zz i
i
1

= ;  

(6) z
z

Arg1Arg = ;  

(7) 1=zz 表示单位圆周;  
(8) 由圆周的内部和外部及圆周上一点组成的点集是一个区域.  

11. 设 ,iyxz += , 求
z
1
和

1
1

+
−

z
z

的实部及虚部.  

12. 在映射 2zw = 下, z 平面上的下列曲线各映射成 w平面上的什

么曲线？ 

(1) θierz = ,  0<r<2,   
4
π

=θ ;  

(2)  Re z =C1    (C1 为实常数);  
(3)  Im z = C2    (C2 为实常数); 
(4) 双曲线 axy = (a 为实常数).  

13. 设 )0()(
i2

1)( ≠−= z
z
z

z
zzf ,证明 )(zf 在原点无极限.  

14. 证有理分式函数 

,)(
1

10

1
10

m
mm

n
nn

bzbzb
azaza

zf
+++

+++
=

−

−




( 0,0 00 ≠≠ ba ) 

在 z 平面上除去分母等于零的点外都连续.  
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第二章  解析函数 

解析函数是复变函数中的实、虚部具有特殊关系的一类函数, 它具

有许多很好的性质, 是我们研究的主要对象. 本章先介绍解析函数的

一个充要条件, 然后考察一些初等函数的解析性.  

§ 2.1 解析函数的概念与柯西-黎曼条件 

定义 2.1 给定在区域 D 有定义的复变函数 )(zfw = , 取 D 中一点

z , 任意取定 0≠∆z , 且使 Dzz ∈D+ , 得 
),()( zfzzfwf −∆+=∆=∆  

若极限 

z
zfzzf

z
w

zz ∆
−∆+

=
∆
∆

→∆→∆

)()(limlim
00

 

为一个有限复数, 则称此极限为函数 )(zf 在点 z 的导数, 记为 )(zf ′ . 

即 

)()()(lim
0

zf
z

zfzzf
z

′=
∆

−∆+
→∆

.                  (2-1) 

用不等式描述 , 式 (2-1)便是：任意给定 0>ε , 存在 0>δ , 使得当

δ<∆< ||0 z 且 Dzzz ∈D+, 时 , 恒有 ε<′−
∆
∆ )(zf

z
w , 这时称函数 )(zf

在点 z 可导.  
这是一个构造性定义, 它不但定义了导数而且构造出求导数的方

法. 定义中的“任意取定 0≠∆z 且 Dzz ∈D+ ”和“ 0→∆z ”起着关键

性的作用, 由 0≠∆z , Dzz ∈D+ 获得了比值
z
w
∆
∆ ; 再由 0→∆z (因 z∆
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是任意取定的, 故 0→∆z 的方式也是任意的), 求比
z
w
∆
∆

的极限(而非极

限的比). z∆ 的这两大作用便完成了建立导数任务. 导数建立后, 它便

消失了. 我们不能只是有一种 z∆ 好象存在过而现在已经不存在了这样

一种印象, 而应深深地缅怀它在建立导数的过程中的功勋, 才有益于

今后对解析函数的研究.  
若令 zz ∆+=z , 则式(2-1)又可写成 

)()()(lim zf
z

zff
z

′=
−
−

→ z
z

z
.                   (2-2) 

如果 )(zf 在区域 D 内每点都可导, 那么便称 )(zf 在区域 D 可导.  
设函数 )(zfw = 在点 z 可导,   

)(lim
0

zf
z
w

z
′=

∆
∆

→∆
, 

于是, 0lim,)(
0

=+′=
∆
∆

→∆
ηη

z
zf

z
w

其中 , 即 

ε+∆′=∆ zzfw )( , 

其中 |||| z∆⋅= ηε 为比 | z∆ |高阶的无穷小. 称 zzf ∆′ )( 为 )(zfw = 在点 z
的微分, 记为 dw 或 d )(zf , 即 

zzfw ∆′= )(d .                   (2-3) 
此时也称函数 )(zf 在 z 可微.  

特别当 zzf =)( 时, 得到 zz ∆=d , 于是(2-3)变为 
zzfw d)(d ′= ,  

即   

z
wzf

d
d)( =′ .  

可见： )(zf 在 z 可导与 )(zf 在 z 可微是等价的.  

显然, 在区域 D 上恒为常数的函数在 D 内每点的导数都为 0. 

例 2.1 设 nzzf =)( ( n为自然数), 则 
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.

])([lim

)(lim)(

111

2211

0

0

−−

−−

→∆

→∆

==

∆++∆+=
∆

−∆+
=′

nn
n

nn
n

n
n

n
nz

nn

z

nzzC

zCzzCzC
z

zzzzf

  

于是, nzzf =)( 在 z 平面上可导.  

例 2.2 证明函数 zzf Re)( = 在 z 平面每点都不可导.  
证  对 z 平面上任一点 yxz i+= 有 

,
i

Re)Re(
yx

x
z

zzz
z
f

∆+∆
∆

=
∆

−∆+
=

∆
∆

 

当 z∆ 取实数值趋于 0(即 zz ∆+ 沿平行于实轴的方向趋向 z )时 , 

1→
∆
∆

z
f ; 当 z∆ 取纯虚数趋向 0(即 zz ∆+ 沿平行于虚轴的方向趋向 z )

时, 0→
∆
∆

z
f , 这表明极限  

z
f

z ∆
∆

→∆ 0
lim  

不存在, 即 zRe 在点 z 不可导, 由 z 的任意性, 知 zRe 在 z 平面上每

点不可导. 显然 zRe 在 z 平面每点都连续. 在复变函数中, 处处连续处

处不可微的函数几乎随手可得, 而在实变函数中, 要构造这样一个函

数, 是不容易办到的.  

定理 2.1 若函数 )(zf 在点 z 可导, 则 )(zf 在点 z 连续.  

证  由于 

)()()()()( z
z

zffzff −
−
−

=− z
z
z

z ,  

于是 

,00)()]()([lim =⋅′=−
→

zfzff
z

z
z

 

即 
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).()(lim zff
z

=
→

z
z

 

由例 2.2, 知该定理的逆定理不成立.  
定理 2.2 设 ),(i),()( yxyxuzf u+= 是定义在区域 D 上的函数, 那

么 )(zf 在 D 内一点 yxz i+= 可微的充要条件是：在点(x, y), u 及υ 皆

可微, 并且满足条件 










∂
∂

−=
∂
∂

∂
∂

=
∂
∂

,

;

xy
u

yx
u

u

u

                      (2-4) 

其中, ),(),,( yxyxuu uu == .  

证  先证必要性. 记 bazfufyxz i)(   ,i  ,i +=′∆+∆=∆∆+∆=∆ u , 

因 )(zf 在 Dz∈ 可微, 故 

,)(i)(      
)i)(i(      

)(i

zyaxbybxa
zyxba

zzzfuf

∆+∆+∆+∆−∆=
∆+∆+∆+=
∆+∆′=∆+∆=∆

a
a
au

 

其中 0lim
0

→
→∆

α
z

, 比较上式的实部与虚部可得 

).Im(
),Re(

zyaxb
zybxau
∆+∆+∆=∆
∆+∆−∆=∆
au
a

 

因 )Re( z∆α 及 )Im( z∆α 都是关于 22|| yxz ∆+∆=∆ 的高阶无穷小 , 

故 ),(),,( yxyxu u 在点(x, y)皆可微, 并且有 

x
b

y
u

y
a

x
u

∂
∂

−=−=
∂
∂

∂
∂

==
∂
∂ uu ,  

再证充分性. 因 ),( yxu 及 ),( yxυ 在(x, y)皆可微, 故有 

.

,

2

1

αυυυ

α

+∆
∂
∂

+∆
∂
∂

=∆

+∆
∂
∂

+∆
∂
∂

=∆

y
y

x
x

y
y
υx

x
υυ
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其中, )(0lim,0lim 222
0

1
0

yx ∆+∆===
→→

ρ
ρ
α

ρ
α

ρρ
, 记 ,

x
ua
∂
∂

=  

,
x

b
∂
∂

=
υ

据式(2-4)有 

.i)i)(i(
i)(i)(

i

21

21

αα
αα

υ

++∆+∆+=
++∆+∆+∆−∆=

∆+∆=∆

yxbα
yαxbybxα

υf
 

两端同除以 z∆ , 得 

z
ba

z
f

∆
+

++=
∆
∆ 21 i

i
aa

.  

因 

22

2

22

121 ||||i

yxyxz ∆+∆
+

∆+∆
=

∆
+ αααα

,  

故 

0
i

lim 21
0

=
∆
+

→∆ zz

αα
.  

从而有 

ba
z
f

z
ilim

0
+=

∆
∆

→∆
.  

故 )(zf 在点 iyxz += 可微.  

式(2-4)称为柯西-黎曼(Cauchy-Riemann)条件 , 简称为 C-R 条件. 
它反映了可微函数的实部与虚部有着特别的联系.  

从定理 2.2 的证明中看出：在 )(zf 可微时, 有 

.ii

ii)(

xyyx
u

y
u

yxx
uzf

∂
∂

+
∂
∂

=
∂
∂

−
∂
∂

=

∂
∂

−
∂
∂

=
∂
∂

+
∂
∂

=′

uuu

uu

                 (2-5) 

由定理 2.2 还可断定 , ),(),,( yxyxu u 至少有一个不可微 , 或
),(),,( yxyxu u 不满足C-R条件时, ),(i),()( yxyxuzf u+= 必不可微. 

前边已证明研究复变函数的极限与连续性, 等价于研究两个实二元函
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数(函数的实部与虚部)的极限与连续性 , 但研究函数 )(zf 的可微性 , 
并不等价于研究实二元函数 Re )(zf 与 Im )(zf 的可微性, 因此可微函

数的概念, 在复变函数的研究中, 起着分水岭的作用.  
还需注意：“ ),(),,( yxyxu u 可微”和“ ),(),,( yxyxu u 满足 C-R

条件”二者是相互独立的, 这可从下边的一些例子看出.  
例 2.3 yxzzf i)( −== , 虽 yxu −== u, 处处可微, 但由于 

0,0,1,1 =
∂
∂

=
∂
∂

−=
∂
∂

=
∂
∂

xy
u

yx
u uu ,  

于是 υ,υ 处处不满足 C-R 条件, 故 zzf =)( 处处不可微. 

例 2.4 设 xyxzzzf iRe)( 2 +== , xyxu == u,2 处处可微, 但由于 

,,,0,2 x
y

y
xy

ux
x
u

=
∂
∂

=
∂
∂

=
∂
∂

=
∂
∂ uu

 

于是 υ,υ 仅在点(0, 0)满足 C-R 条件, 故 zzzf Re)( = 仅在点 z =0 可微. 

例 2.5 设 |2||Im|)( 2 xyzzf == , 证明 ,|2| xyu = υ =0在点(0, 0)
满足 C-R 条件. 但在 z =0, )(zf 不可微.  

证  在点(0, 0), 有 

,0

,0)0,0(),0(lim

,0)0,0()0,(lim

0

0

=
∂
∂

=
∂
∂

=
∆
−∆

=
∂
∂

=
∆
−∆

=
∂
∂

→∆

→∆

yx

y
uyu

y
u

x
uxu

x
u

y

x

uu

 

这说明 υ,υ 在点(0, 0)满足 C-R 条件. 但在 z =0, 有 

yx
yx

z
fzf

z
f

∆+∆
∆∆

=
∆
−∆

=
∆
∆

i
|2|)0()(

, 

从而 

0lim,
i1

2lim
0
00

=
∆
∆

+
=

∆
∆

=∆
→∆

∆=∆
→∆ z

f
z
f

y
x

yx
x

. 

这说明在点 z =0, |Im|)( 2zzf = 不可导 . 实际上 , 容易证明 , 函数
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),( yxu 在(0, 0)点不可微.  

定义 2.2  若函数 )(zf 在点 0z 的某一个邻域内可微, 则称 )(zf 在

点 0z 解析; 若函数 )(zf 在区域 D 的每点都解析, 则称 )(zf 在区域 D 解

析.  
由于区域的每点都是内点, 于是函数在区域内解析与函数在区域

内可微是等价的.  

设 D 为闭区域, 若存在区域 G D⊇ ,使函数 )(zf 在 G 解析, 则称

)(zf 在 D 解析.  
函数 )(zf 在点 0z 解析 , 它必在 0z 可微 ; 但函数在点 0z 可微时 , 

它在点 0z 却未必解析 . 如 zzzf Re)( = 仅在点 0=z 可微 , 故它在点

z =0 不解析. 这样虽不能说 zzzf Re)( = 处处不可微, 却可以说它处

处不解析.  
如果在区域 D 内, 除了可能有某些例外点外, 函数 )(zf 在 D 内各

点解析, 则称这些例外点为 )(zf 的奇点.  

例如点 z =0 是函数
z
1
的奇点; 又如 i,i −== zz 都是函数

21
1
z+

的

奇点.  
由定义 2.1, 容易证明：若函数 )(),( zgzf 皆在点 z 可微 , 则

)()(),()( zgzfzgzf ⋅± 和 )0)((
)(
)(

≠zg
zg
zf

也在 z 可微, 且 

),()(])()([ zgzfzgzf ′±′=′±                            (2-6) 
),()()()(])()([ zgzfzgzfzgzf ′+′=′⋅                    (2-7) 

)(
)()()()(

)(
)(

2 zg
zgzfzgzf

zg
zf ′−′

=
′









,                    (2-8) 

由此可得 
定理 2.3 若函数 )(),( zgzf 皆在区域 D 解析 , 则 )()( zgzf ± , 

)()( zgzf ⋅ , )0)((
)(
)(

≠zg
zg
zf

皆在区域 D 内解析.  

还易证明下边的定理. 
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定理 2.4 设 )(zf=z 在 z 平面上的区域 D 内解析, )(ζFw = 在z平

面上的区域 D1 解析, 且 Dz∈ 时, 1)( Dzf ∈=z , 则 )]([ zfFw = 在 D 内

也解析, 且 

dz
d

d
dF

dz
zfdF z

z
z

⋅=
)()]([

.                   (2-9) 

由定理 2.2 即可推出 
定理 2.5  函数 ),(i),()( yxyxuzf u+= 在区域 D 解析的充要条件

是： ),( yxu 与 ),( yxυ 在区域 D 内皆可微且满足 C-R 条件.  
例 2.6  设函数 ),(i),()( yxyxuzf u+= 在区域 D 解析, 证明若对 D

内任意一点 z , 都有 0)( =′ zf , 则 )(zf 在 D 内必为常数.  
证  对 D 内任意一点 yxz i+= , 有 

0ii)( =
∂
∂

−
∂
∂

=
∂
∂

+
∂
∂

=′
y
u

yxx
uzf uu

,  

从而 

0=
∂
∂

=
∂
∂

=
∂
∂

=
∂
∂

y
u

xyx
u uu .  

下面证明 υ,υ 均为常数.  

设 000 iyxz += 是D内一定点, yxz i+= = )(i 00 yyxx ∆++∆+ 是D

内任意一点, 并且这两点能用全部位于 D 内的直线段 zz0 来连接, 若令 
ytyyxtxx ∆+=∆+= 00 , 0( ≤ t ≤ )1 ,  

则有 
),,()( 00 ytyxtxutF ∆+∆+=  

yytyxtxuxytyxtxutF yx ∆∆+∆+′+∆∆+∆+′=′ ),(),()( 0000  

因 y
dt
dyx

dt
dx

∆=∆= , , 由微分中值定理 

)10()()0()1( <<′=− θθFFF . 
于是 
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).10(,0

),(),(
),(),()0()1(

0000

0000

<<=

∆∆+∆+′+∆∆+∆+′=
−∆+∆+=−=∆

θ

θθθθ yyyxxuxyyxxu
yxuyyxxuFFu

yx  

即  100 ),(),( Cyxuyxu == (常数),  
同理, 2),( Cyx =υ (常数).  

若连接 zz ,0 的直线段不全在 D 内, 由区域的连通性, 可用全部在

D内的折线将 0z 与 z 连接. 若 111 iyxz += 是折线上 0z 后面的一个顶点, 

则在上边 u∆ 的表达式中, 令 
yyyxxx ∆+=∆+= 0101 ,  

立即得出 ),(),( 0011 yxuyxu = . 如此逐步计算, 由一顶点至另一顶点 , 

最后可得 

1),( Cyxu = (常数).  
    同理, 2),( Cyx =υ (常数).  

例 2.7 设函数 )(zf 在区域 D 解析, 若| )(zf |在 D 内恒为常数, 则
)(zf 在 D 内恒为一常数.  

证  设 ),(i),()( yxyxuzf u+= , Dzyx ∈=+ i . 由于| )(zf |=C(常

数), 于是 222 ,Cu =+u 从而 

,0=
∂
∂

+
∂
∂

xx
uu uu  0=

∂
∂

+
∂
∂

yy
uu uu ,  

又 )(zf 在 D 解析, 故 

y
u

xyx
u

∂
∂

=
∂
∂

−
∂
∂

=
∂
∂ uu , .  

于是得到 










=
∂
∂

+
∂
∂

−

=
∂
∂

+
∂
∂

.0

;0

x
u

x
u

xx
uu

uu

uu
  

这是关于
xx

u
∂
∂

∂
∂ u, 的齐次线性方程组, 其系数行列式 
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)( 22 υ
υ

υ
+−=

−
υ

υ
υ

.  

若 022 =+υυ , 则 0,0 == υυ , 于是 )(zf =0. 若 022 ≠+υυ , 则上边方

程组只有零解, 即 

0=
∂
∂

=
∂
∂

xx
u u ,  

由 C-R 条件, 可得 0=
∂
∂

=
∂
∂

y
u

y
u . 据例 2.6 知 )(zf 在 D 内恒为一常数.  

例 2.8  设函数 )(zf 在区域 D 内解析. 证明若 )(zf 在 D 解析, 则
)(zf 在 D 为一常数.  

证  因 υi)( += υzf 与 υi)( −= υzf 在 D 均解析, 故有 

y
u

xyx
u

∂
∂

=
∂
∂

−
∂
∂

=
∂
∂ uu , ;  

y
u

xyx
u

∂
∂

=
∂
−∂

−
∂
−∂

=
∂
∂ )(,)( uu . 

由此得 

0=
∂
∂

=
∂
∂

=
∂
∂

=
∂
∂

y
u

xyx
u uu , 

从而可知, u =C1(常数), υ =C2(常数), 于是 

DzCCCuzf ∈=+=+= ,ii)( 21u . 

例 2.9  证明： )(zf 在上半平面解析的充要条件是 )(zf 于下半平

面解析. 

证  必要性. 设 )(zF = )(zf , 在下半平面内任取一点 0z , 而 z 是

下半平面内异于点 0z 的点. 因 

,
)()(

lim

)()(
lim

)()(
lim

0

0

0

0

0

0

0

00

zz
zfzf

zz
zfzf

zz
zFzF

zz

zzzz

−
−

=

−
−

=
−
−

→

→→
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而 zz ,0 在上半平面内, 故 )()( 00 zfzF ′=′ . 从而 )(zF 在下半平面解析.  

充分性 . 已知 )(zf 在下半平面内解析 , 由已证得的结果 , 知

)()( zfzf = 在上半平面解析. 

例 2.8 说明当 )(zf 与 )(zf 都在区域 D 解析时, )(zf 在 D 必恒为

一常数. 从而断定：当 )(zf 在 D 不为常数时, )(zf 与 )(zf 不能同时在

D 解析. 例 2.9 说明当 )(zf 解析时, 不管 )(zf 是否为常数, )(zf 必解

析, 反之亦然. 据此还可推出, 当 )(zf 解析时, )()( zfzf = 必解析, 反

之亦然.  

§ 2.2 初等函数 

2.2.1 指数函数 

对于复变数 yxz i+= , 定义指数函数为 

)sini(coseee i yyw xyxz +=== + .              (2-10) 

在式(2-10)中, 令 x =0, 便得欧拉公式 

yyy sinicosei += . 

指数函数具有如下性质： 

(1) 对任何复数 z , 0e ≠z , 其实, 由式(2-10)知 0e|e| >= xz . 

(2) z 为任何实数 x 时 , xzw ee == . 其实 , 在式(2-10)中令 y=0, 

便得 xz ee = .  

(3) z
z

e
1e =− . 其实 

.
e
1

sinicos
1

e
1

)sini(cos
e
1

)]sin(i)[cos(eee i

zx

x

xyxz

yy

yy

yy

=
+

=

−=

−+−== −−−−
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(4) 对任何复数 1z 及 2z , 有 
2121 eee zzzz +=⋅ .                      (2-11) 

其实, 记 222111 i,i yxzyxz +=+= , 则 

.e             

)]sin(i)[cos(e             

)sini(cose)sini(cose             

eeee

21

21

21

221121

2121

2211

ii

zz

xx

xx

yxyxzz

yyyy

yyyy

+

+

++

=

+++=

+⋅+=

⋅=⋅

 

(5) 对任何复数 1z 及 2z , 有 

2121

2

1

eee
e
e zzzz

z

z
−− =⋅= .                   (2-12) 

(6) 对任何复数 z , zz ee =+γ 的充要条件是： iπ2k=γ , 其中 k 为

任一个整数. 其实. 若 zz ee =+γ , 则 1e =γ , 令 βαγ i+= , 有 

1)sini(cose =+ ββα .  

于是 1e =α , π2k=β (k 为任一整数), 从而, π2,0 k== βα . 又若令

yxz i+= , 则对任一整数 k, 有 

.e              

]sini[cose              

)]π2sin(i)π2[cos(e              

ee )π2(iiπ2

z

x

x

kyxkz

yy

kyky

=

+=

+++=

= +++

 

即 
zikz ee π2 =+ .                    (2-13) 

(7) zw e= 在整个 z 平面上解析, 且有 
zz e)e( =′ .                  (2-14) 

其实, 设 yxz i+= 是 z 平面上任意一点, 记 υie += υz , 则有 

yyu xx sine,cose == u .  
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υ,υ 在点( yx, )满足 C-R 条件： 

x
y

y
u

y
y

x
u xx

∂
∂

−=−=
∂
∂

∂
∂

==
∂
∂ uu sine,cose .  

又 υ,υ 的一阶偏导数在点( yx, )都连续, 故 υ,υ 在点( yx, )都可微, 

即 ze 在点 yxz i+= 可微. 由 z 的任意性, 知 ze 在 z 平面上可微, 从而

在 z 平面上解析. 又在点 yxz i+= , 有 

zxz yy
xx

u e)sini(cosei)e( =+=
∂
∂

+
∂
∂

=′
u . 

由于 zw e= 有周期 2kπi, 于是可研究 z 在 π2Im0 << z 的带形域

B 中变化时, zw e= 的映射性质. 设 wwu Im,Re == u , 则当 z 从左

向右描出一条直线 L： 0Im yz = 时, 0ie yxw += , 于是|w|从 0(不包括 0)

增加到+∞, 而 0Arg yw = 保持不变. 因此 w 描出射线 L1： 0Arg yw = (不

包括 w=0). 这样 L 与 L1 上的点成一一对应. 让 0y 从 0(不包括 0)增加

到 2π(不包括 2π), 那么直线 L 扫过 B(图2-1a), 而相应的射线 L1 按逆时

针方向从w平面的正实轴(不包括正实轴)变到正实轴(不包括正实轴)(图

2-1b), 由此可见, zw e= 把带形域 B映射到 w 平面上除去原点和正实轴

的区域.  

 
图 2-1 

用同样的方法可知, 函数 zw e= 把带形域 Ba： π2Im +<< αα z (a

是任意实数)映射成 w 平面上去掉原点和射线 α=wαrg  的区域.  
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2.2.2 三角函数 
对任何复数 z , 我们定义正弦, 余弦函数如下： 

)ee(
i2

1sin ii zzz −−=  ,                     (2-15) 

)ee(
2
1cos ii zzz −+=  .                     (2-16) 

正弦、余弦函数具有如下性质. 
(1) 对任何复数 z , 欧拉公式成立： 

zzz sinicosei +=  .                     (2-17) 

其实, zzzzz iii e)ee(
2
1sinicos =+=+ .  

(2) zsin 、 zcos 都是周期函数, 周期为 2π. 其实, zie , zie− 都有周

期 2πi.  

(3) zsin 是奇函数, zcos 是偶函数. 其实, 由式(2-15)及式(2-16)知,  
zzzz cos)cos(,sin)sin( =−−=− .  

(4)       212121 sinsincoscos)cos( zzzzzz −=+ ,       (2-18) 
           212121 sincoscossin)sin( zzzzzz −=+ .       (2-19) 

其实 

).sincoscos(sini)sinsincos(cos
)sini)(cossini(cosee

e)sin(i)cos(

21212121

2211
ii

)(i
2121

21

21

zzzzzzzz
zzzz

zzzz
zz

zz

++−=
++=⋅=

=+++ +

 

由例 1.14 知式(2.18)与式(2.19)均真.  

(5) 1sincos 22 =+ zz . 其实, 由 )cos(cos)cos( zzzz −=− zsin−  

)sin( z− , 即 

.10cossincos 22 ==+ zz                  (2-20) 

(6) 当且仅当 z =kπ时, zsin =0; 当且仅当 π
2
π kz += 时, zcos =0, 

其中 k 是任意整数. 其实,  

 46 



南
开
大
学
出
版
社

πiπ2iiee0sin ii kzkzzz zz =⇔+−=⇔=⇔= − .  

对余弦函数, 可以同样证明.  

(7) zsin , zcos 都在 z 平面上解析. 并且有 

zz cos)(sin =′ ,                          (2-21) 

zz sin)(cos −=′ ,                        (2-22) 

其中 z 是 z 平面上任一点. 其实,  

,cos  )ee(
2
1              

)ieie(
i2

1  )ee(
i2

1)(sin

ii

iiii

z

z

zz

zzzz

=+=

+=′−=′

−

−−

 

对余弦函数, 可同样证明.  
(8) 在复数域内不能再断言 |sin| z ≤1, |cos| z ≤1. 例如 取 z = iy 

(y>0), 则 

.
2

e  
2

ee 
2

ee)icos(
)i(i)i(i yyyyy

y >
+

=
+

=
−−

 

只要 y 充分大, yicos 就可大于任一预先给定的正数.  

用 zsin , zcos 可定义其它三角函数： 

,
sin

1csc,
cos

1sec

,
sin
coscot,

cos
sintan

z
z

z
z

z
zz

z
zz

==

==
 

分别称为正切、余切、正割及余割函数. 这四个函数都在 z 平面上使分

母不为零的点处解析, 且 

.cotcsc)(csc,tansec)(sec
,csc)(cot,sec)(tan 22

zzzzzz
zzzz

−=′=′
−=′=′  

正切、余切的周期为π, 正割、余割的周期为 2π. 
    通常称 

)ee(
2
1   )ee(

i2
iisinisinh )i(i)i(i zzzzzz −− −=−
−

=−= ,       (2-23) 
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)ee(
2
1)icos(cosh zzzz −+== ,                  (2-24) 

z
zz

cosh
sinhtanh =  

为双曲正弦、双曲余弦和双曲正切函数, 显然有 

.sinhcoshcoshsinh)sinh(
,1sinhcosh

,cosh)cosh(
,sinh)sinh(

212121

22

zzzzzz
zz

zz
zz

+=+
=−

=−
−=−

 

又设 ,iyxz += 则有 

.sinsinhicoscoshcos
,cossinhicossinhsin

xyxyz
xyyxz

−=
+=

 

2.2.3 对数函数 

若 wz e= ( ∞≠ ,0w ), 则称复数 w为复数 z 的对数, 记为 zw Ln= .  

令 υθ i,ei +== υwrz , 则 
υυθ iii eeee ⋅== + υυr ,  

从而 

,1,0,π2,e ±=+== kkr u θu .  

故 

)π2(ilnLn krz ++= θ ,   ,1,0 ±=k ,  

或 

iπ2argi||lniArg||lnLn kzzzzz ++=+= , ,1,0 ±=k .  

记 zzz argi||lnln += , 其中 zarg 表示 zArg 的某个特定值 , 于是

zln 表示 zLn 的某个特定值. 从而 zLn 又可表为 
iπ2lnLn kzz += ,1,0, ±=k .                  (2-25) 

由此可见, zLn 是无穷多值函数, 其中任意两个相异值之差为 2π
的整数倍.  
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zzz argi||lnln += ( zargπ <− ≤ )π                (2-26) 

称为 zLn 的主值.  
例 2.10   

.
4
πi2ln

2
1

)i1arg(i|i1|ln)i1ln(

+=

+++=+
 

如果 z 为负实数 x , 那么 
.,1,0),π2π(i||lnLn ±=++= kkxz  

设二复数 ∞≠ ,0, 21 zz , 则有 

21

2121

212121

LnLn
iArgiArg||ln||ln

)(iArg||ln)(Ln

zz
zzzz

zzzzzz

+=
+++=

+=
 

21

2121
2

1

LnLn

iArgiArg||ln||lnLn

zz

zzzz
z
z

−=

−+−=
 

为了分出 zw Ln= 的单值解析分支, 应考察 wz e= 的映射性质及

其单叶性区域. 令 υθ i,ei +== υwrz , 则有 υθ == ,eυr , 据此, 映

射 wz e= 把直线 0υυ = 映射成自原点出发的射线 0υθ = , 把线段

“ 0uu = 且 υ<−π ≤π ”映射成圆周Γ ： 0eur = (图 2-2). 

 

图 2-2 
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当 w 平面上的动直线从直线 0=υ 扫动至直线 0υυ = 时, 在映射

wz e= 下的像在 z 平面上自射线 0=θ 扫动至 0υθ = , 从而 w 平面上的

带形域 00 υυ << 映射成 z 平面上的角形域 00 υθ << .  

特别地, wz e= 把 w 平面上的带形域 ππ <<− υ , 映射成 z 平面上

的去掉原点及负实轴的区域.  

一般映射 wz e= 把 w 平面上的宽为 2π的带形域  

Bk： υ<− π)12( k ≤ π )12( +k ,  ),1,0( ±=k ,        (2-27) 

都映射为 z 平面上去掉原点和负实轴的区域 G(图 2-3).  

 
图 2-3 

显然, Bk：是 wz e= 的单叶性区域的一种分法. 式(2-27)的这些带形

域互不相交而填满(加上同一端的边界)w 平面.  
zw Ln= 出现多值性的原因是由于 z 取定之后, 其辐角并不唯一

确定(可相差 2π的整倍数).  
如果在 z 平面上自原点到点∞引一射线, 将 z 平面割破, 割破了的

z 平面构成一个以割线为边界的区域, 记此区域为 G(也用 G 表示其子

域), 在 G 内任意取定一点 0z , 并指定 0z 的一个辐角值, 则在 `G 内的

每点 z , 皆可由 0z 的辐角依连续变化而唯一确定 z 的辐角.  
假定从原点割破负实轴, C 是 G 内任一简单闭曲线, C 不会穿过负

实轴, 它的内部不包含原点 z =0, 当变点 z 从 0z 绕 C 一周后, 这时

zarg 又回到起点的辐角 0arg z , 而 z 的象点： 
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iπ2argi||ln)( kzzzww kk ++== ,  ,1,0 ±=k  

画出一条闭曲线 kΓ (包含在 kB 内)而回到原来的位置 )( 0zwk (图 2-3). 

 
图 2-4 

因此, 在 G 内可得到 Ln z 的无穷多个单值连续分支函数 

)π2(argi||lnln kzzzw kk ++== , ,1,0 ±=k ,  

取 k =0, ±1, ±2,…中一个确定的 k, 则对 G 内任一点 z, 有 

.1
e
1              

ee
1lim 

ee
lim               

)ln,ln(
lnln

lim)(ln

z

ww

ww

zww
z

z
z

k

kkkk

w

k

wwwwww
k

ww

kkk
kk

zk

==

−
−

=
−

−
=

==
−
−

=′

→→

→
z

z
z

z

 

故 Ln z 在 G 内可分出无穷多个解析分支.  

如不割破 z 平面, 则变点 z 可沿一条包含原点在其内部的简单闭曲

线 C~ 变动, 设 z0 是 C~ 上一点, 这时 C~ 穿过负实轴, 于是 z 自 z0 出发循正

(负)方向绕 C~ 一周后, z0 的辐角已增(减)了 2π, z 的象点 zw kk ln= 就沿

图 2-3 虚线路径从一支到另一支, 这样在包含原点的区域内, 就不能把
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zw ln= 分成独立的解析分支.  
若变点 z 绕定点 z*一周回到原位置时, 多值函数的函数值与原来

的函数值相异, 即多值函数从某一值变到另一支, 则称 z*为多值函数

的支点.  
=w Ln z 除在 z=0, z=∞两点具有上述性质外, 其它点都不具有上述

性质, 因此 Ln z 以 z=0, z=∞为支点.  
用以连接支点的曲线称为支割线, 用支割线割破 z平面所得的区域

内, 可把多值函数 Ln z 分为解析分支.  

2.2.4 一般幂函数与一般指数函数 

1. 一般幂函数 

ααα   ),,0(e Ln ∞≠== zzw z 为复常数, 

称为 z 的一般幂函数.  

当a为整数时,  

kzw kz ,(           e )iπ2(ln ααα +== 为整数） 

是单值函数.  

当a为有理数
n
m (既约分数)时,  

],)π2(argsini)π2(arg[cos||

e
)π2(argi||ln

n
kzm

n
kzmz

zw

n m

kz
n
mz

n
m

+
+

+
=

==
++a

 

      ),1,,2,1,0( −= nk   

是 n 值函数.  

当a为无理数或虚数时 

,,1,0,e )iπ2argi||(ln ±=== ++ kzw kzzaa  

对任意两相异整数 k1, k2, 必有 
iπ2iπ2 21 ee kk αα ≠ .  

因若 iπ2iπ2 21 ee kk αα = , 则有 

 52 



南
开
大
学
出
版
社

iπ2iπ2iπ2 21 kkk += αα  (k 为整数),  

从而 

21 kk
k
−

=α  

为有理数, 与a的假设矛盾, 于是 αzw = 是无穷多值函数.  
αz 分成单值解析分支的方法与 Ln z 相同, 且 αz 仍只以 z=0, z=∞为

支点, 从原点起沿负实轴割破 z 平面得到区域 G, 在 G 内可得 αz 的单

值连续分支, 对 αz 每一个单值连续分支仍记为 αz , 则这分支在 G 内任

一点 z 的导数为 

1LnLn e1)e()( −==′=′ αααα αα z
z

z zz . 

下边考察 nwz = (n 为自然数, n>1)的映射性质.  

令 ϕθ ρ ii e,e == wρz , 由 nwz = 得 nrn rϕθ == , , 据此知映射把自

原点出发的射线 0ϕϕ = 映射成自原点出发的射线 0ϕθ n= , 并把圆周

0ρρ = 映射成圆周 nr 0r= (图 2-5). 

 
图 2-5 

当 w 平面上的射线自 0=ϕ 扫动到射线 0ϕϕ = 时, 在映射 nwz = 下

的像, 就在 z 平面上自射线θ =0 扫动射线 0ϕθ n= . 从而 w 平面上的角

形域 00 ϕϕ << , 就映射成 z 平面上的角形域 00 ϕθ n<< (图 2-5). 特别

地, 映射 nwz = 把w平面上的角形域
nn
ππ

<<− ϕ , 映射成 z平面上除去

原点和负实轴的区域(图 2-6).  
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图 2-6 

一般, 映射 nwz = 把每个顶点在原点张角为
n
π2

的角形域 







 +<<






 −

nn
k

nn
kTk

ππ2ππ2: ϕ ,1,0, ±=k ,      (2-28) 

都映射成 z 平面上去掉原点和负实轴的区域 G(图 2-6 是 k=0 的情形).  

显然 nwz = 在式(2-28)的每个取定 k 的角形域内单叶, 实际上, 任
意取定 k 后, 对 kT 内任一点 w1, 满足 

n
kwwww π2argarg|,||| 1221 +==  

的 kTw ∈2 , 于是 kTww ∈21 , , 且 21 ww ≠ , 则 nn wzwz 2211 =≠= .  

式（2-28）的这些角形域互不相交而填满（都加上同一端边界）w
平面. 图 2-7 是 3=n 的情形.  

  
图 2-7 
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    2．一般指数函数 
　azzaw Lne== ( ，０，ｚ ∞≠ ), a 为复常数,  

称为一般指数函数, 它是无穷多个独立的在 z 平面上单值解析的函数, 

当 e=a 时, zLn 取主值时, 便得通常的单值解析函数 ze .  

    对 za 的每个单值连续分支（仍记为 za ）, 有 

aaa zazz ln)e()( ln =′=′ .  

注意当求 αβ (a, β为复常数)时, 通常是求 βααβ Lne= , 如 

.eee3 π23lni)iπ2(i3lni3iLni kk −+ ===  

2.2.5 反三角函数 

前边看到, 在复变函数情况, 指数函数是三角函数、对数函数、幂

函数和一般指数函数的共同基础. 下面看到, 反三角函数可以用对数

函数表示, 所以也是以指数函数为基础的.  

若 wz sin= , 则称 w 为 z 的反正弦函数, 记为 zw arcsin= , 由 

)ee(
i2

1sin ii wwwz −−==  

知,  

,0ei2e ii =−− − ww z  

或 

01ei2)e( i2i =−− ww z . 

解出 wie , 得 
2i 1ie zzw −±= . 

因 21 z− 就表示二值, 故“±”号可只取“+”号或只取“−”号, 于是, 

有 

.
2
π)1(iln]iln)1

i
1(ln[

i
1

)1i(ln
i
1arcsin

22

2

+−+−=+−+=

−+==

zzzz

zzzw
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zarcsin 是多值函数, 其支点为 1±=z 和∞, 设 D*是从 z 平面上去

掉射线： xy ,0= ≥1及 xy ,0= ≤ 1− 而得的区域, 那么在 D*内可把反

正弦函数分成解析分支, 且对它的任一解析分支, 在 D*任一点 z, 有 

21

1
d
d

zz
w

−
= .  

类似地，我们定义 wz cos= , wz tan=  的反函数为 zw arccos= 及

zw arctan= , 可得 

.
i1
i1ln

2
iarctan

),1ln(
i
1arccos 2

z
zz

zzz

−
+

−=

−+=
 

它们也都是多值函数, 1±=z 及∞是 zarccos 的支点; i±=z 是 zarctan
的支点, 以连接支点的曲线作割线割破 z 平面的区域内, 它们都可分出

其解析分支. 例如, 在 z 平面上取线段 x=0, || y ≤1作割线, 在所得区

域 D 内, 可把反正切 zarctan 分为解析分支, 且每一分支有 

,
1

1)
i

1
i

1(
i2

1
d
d

2zzzz
w

+
=

+
−

−
=    Dz∈ .  

§ 2.3 习题 

1. 判断下列函数的可微性及解析性:  

(1) ;i)( 22 yxxyzf +=  

(2) ;i)( 22 yxzf +=  

(3) ;3i2)( 33 yxzf +=  

(4) ).3(i3)( 2223 yyxxyxzf −+−=  

2. 试证下列函数在 z 平面上任何点都不解析:  

(1) | z |;    (2)  Re z ;    (3) 
z
1 .  

3. 若函数 ),(i),()( yxyxuzf u+= 在区域 D 内解析, 且满足下列条
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件之一, 试证 )(zf 必恒为常数.  

(1) u(x, y)在 D 内恒为常数;  
(2)υ (x, y)在 D 内恒为常数;  

(3) arg )(zf 在 D 内恒为常数;  

(4) au+bυ 在 D 内恒为常数 c , 其中 a,b,c 都是不为 0 的常数.  

4. 若 )(zf 在区域 D 内解析, 试证 )(i zf 在 D 内解析. 

5. 设 )e(),(i),()( iθθυθ rzrrυzf =+= , 若 ),(),,( θυθ rrυ 在点

),( θr 可微, 且满足极坐标的 C-R 条件 

r
ru

rr
u

∂
∂

−=
∂
∂

∂
∂

=
∂
∂ u

θθ
u ,1 . 

证明 )(zf 在点 z 可微, 且 

).i()i)(sini(cos)(
rr

u
z
r

rr
uzf

∂
∂

+
∂
∂

=
∂
∂

+
∂
∂

−=′ uuθθ   

6. 设区域 D 和 D1 关于实轴对称, 请判别下列命题的真伪： 

(1) )(zf 在 D 解析⇔ )(zf 在 D1 解析;  

(2) )(zf 在 D 解析⇔ )(zf 在 D1 解析;  

(3) )(zf 在 D 解析⇔ )(zf 在 D 解析;  

(4) )(zf 在 D 解析⇔ )(zf 在 D1 解析;  

(5) )(zf 在 D 解析⇔ )(zf 在 D1 解析;  

(6) )(zf 在 D 解析⇔ )(zf 在 D1 解析.  

7. 求下列方程的全部解： 
(1) 0sin =z ;          (2) 0cos =z ;  

(3) 0e1 =+ z ;         (4) 
2
iπln =z ; 

(5) 0sincos =+ zz . 

8. 试证 

(1) zz ee = ;         (2) zz sinsin = ;       (3) zz coscos = . 

9. 求 i)i1( + 及 i3 的值.  
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10. 指出下边各题在推理上的错误： 

(1) 111)1)(1(11 −=−−=−−== ; 

(2) 因 22)( zz =− , 故 
22 Ln)(Ln zz =− , 

于是 
zzzz LnLn)(Ln)(Ln +=−+− ,  

从而 )(Ln2Ln2 zz −= , 所以 )(LnLn zz −= .  

(3) 由 

,
i
iLn

i2
1

i1
i1Ln

2
iarctan

z
z

z
zz

+
−

=
−
+

−=  

取 z=1, 得 

.1Ln
i8

1)1(Ln
i4

1)
i2
i2(Ln

i4
1)

1i
1i(Ln

i4
1

)
1i
1i(Ln

i2
1

1i
1iLn

i2
11arctan

2

2
2

=−=
−

=
+
−

=

+
−

=
+
−

=
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第三章  复变函数的积分 

解析函数的许多重要性质, 往往用它的积分来表示. 例如, 不用

积分, 就很难证明解析函数的各阶导函数是存在的, 而且仍是解析函

数. 看来只与微分有关的问题, 却不能避免对积分的使用, 这正是复

变函数与实变函数最根本的区别之一. 本章要用复变函数的积分建立

起解析函数一些最重要的定理, 作为后边各章推出解析函数深刻性质

的基础.  

§ 3.1 积分及其性质 

复变函数的积分, 主要是考虑沿复平面上的曲线的积分, 而讨论

的曲线, 如无特别声明仅限于光滑或逐段光滑曲线.  
所讨论的曲线, 还需确定其方向. 对于光滑或逐段光滑的闭曲线

如果还是简单的, 就特称它为闭路或围线. 对闭路 C 规定其方向为：当

观察者沿C环行时, 若C的内部总在观察者的左方, 就称此环行方向为

C 的正向, 记为 C + 或简记为 C; 若 C 的内部总在观察者的右方, 则称

此环行方向为 C 的负向, 记为 −C .  

如果 C 不是闭曲线, 常通过指明始点和终点来确定其方向.  

定义 3.1 设函数 )(zf 在曲线 C： zz0 上有界, 沿曲线 C 自 0z 到 z

的方向在 C 上依次取点 nn zzzz (,,, 10  合于 z), 分 C 为 n 个小弧段

kk zz 1− ,  其 长 为 ),,2,1( nksk =∆ ,  任 取 点 kkk zz 1−∈z ,  记

),,,2,1(1 nkzzz kkk =−=∆ − ),,2,1,max{ nksk =∆=λ （图 3 -1） ,  若 

Izf kk

n

k

=∆∑
=

→
)(lim

1
0

z
l

    (I 为有限复常数),  
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图 3-1 

便称 )(zf 沿 C 可积, I 称为 )(zf 沿 C 的积分, 记为 ∫C zzf d)( . 即 

kk

n

k
C

zfzzf ∆= ∑∫
=

→
)(limd)(

1
0

z
l

.  

曲线 C 称为积分路线或积分路径.  
定理 3.1 若函数 ),(i),()( yxyxuzf u+= 沿曲线 C 连续, 则 

yuxyxuzzf
CCC

ddiddd)( ++−= ∫∫∫ uu .             (3-1) 

证 令  

kkk yxz i+= , kkkkk yxzzz ∆+∆=−=∆ − i1 ,   

,,,i 11 kkkkkkkkk yyxx <<<<+= −− ηxηxζ  

nkuuf kkkkkkk ,,1,i),(i),()( =+=+= uηξuηξζ ,  

},,2,1|,max{|1 nkzk =∆=λ ,  

则有 

)](i)[(lim

)i)(i(limd)(

1
0

1
0

1
kkkkkkkk

n

k

kkkk

n

k
C

yuxyxu

yxuzzf

∆+∆+∆−∆=

∆+∆+=

∑

∑∫

=
→

=
→

uu

u

l

l
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.ddidd yuxyxu
CC

++−= ∫∫ uu  

为了便于记忆, 式(3-1)可形式地理解为 

)idd)(i(d)( yxuzzf
CC

++= ∫∫ u . 

若 )(zf 在曲线 C： )(i)()( tytxtzz +== , α ≤ t ≤ β 连续时, 有 

ttztzfzzf
C

d)()]([d)( ′= ∫∫
β

α
.            (3-2) 

    其实 

.d)()]([

d)}(i)()]}{(),([i)](),([{

d)()](),([id)()](),([i

d)()](),([d)()](),([

ddiddd)(

ttztzf

ttytxtytxtytxu

ttytytxuttxtytx

ttytytxttxtytxu

yuxyxuzzf
CCC

′=

′+′+=

′+′+

′−′=

++−=

∫

∫

∫∫

∫∫

∫∫∫

β

α

β

α

β

α

β

α

β

α

β

α

u

u

u

uu

 

设 )(zf , )(zg 在曲线 C, C1, C2 上连续, 则有  

(1) zzfkzzkf
CC

d)(d)( ∫∫ =    (k 为复常数);  

(2) zzgzzfzzgzf
CCC

d)(d)(d)]()([ ∫∫∫ +=+ ;  

(3) zzfzzf
CC

d)(d)( ∫∫ −=
−

;  

(4) zzfzzfzzf
CCCC

d)(d)(d)(
2121
∫∫∫ +=

+
, 其中 C1+C2 表示由

C1 与 C2 衔接起来的曲线;  
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(5) |d)(| zzf
C∫ ≤ szf

C
d|)(|∫ (第一型曲线积分).  

证  显然有 

|)(|
1

kk

n

k

zf ∆∑
=

z ≤  |||)(|
1

kk

n

k

zf ∆∑
=

z ≤ kk

n

k

sf ∆∑
=

|)(|
1

ζ ,  

两边取极限得 

zzf
C

d)(∫ ≤ szf
C

d|)(|∫ .  

若记 szf
C

d|)(|∫ 为 |d||)(| zzf
C∫ , 则得 

zzf
C

d)(∫ ≤ |d||)(| zzf
C∫ .  

(6) 若 )(zf 沿曲线 C 满足 |)(| zf ≤ MM ( 为正实数, l 为 C 的弧长）, 

则 

zzf
C

d)(∫ ≤ Ml .  

例 3.1 设 C 为连接 11 iyx +=α 以 22 iyx +=β 的任一条曲线, 计算 

zzI
C

d∫= .  

解法 1  由于 

kk

n

k

zzI ∆= ∑
=

→
1

0
lim
l

, 且 kk

n

k

zzI ∆= −
=

→ ∑ 1
1

0
lim
l

,  

其中, nzz == βα ,0 , 于是有 

22
11

1
0

))((lim2 αβ
l

−=−+= −−
=

→ ∑ kkkk

n

k

zzzzI .  

故  )(
2
1 22 αβ −=I .  
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解法 2  设 11 iyx +=α ,  22 iyx +=β , 则 

yxxyyyxxI
CC

ddidd ++−= ∫∫  

因两个曲线积分均与路径无关, 于是若取积分路径如图 3-2 中的

C1+C2, 则有 

).(
2
1

diddid

diddid

22

21

21

2

1

2

1

2

1

2

1

2211

αβ −=

+−+=

+−+=

∫∫∫∫

∫∫∫∫
yxyyxyxx

yxyyxyxxI

y

y

y

y

x

x

x

x

CCCC

 

若取积分路径为图 3-2 中的 C3, 因 C3： ,)( tz αβα −+= 0 ≤ t ≤1,

则 

)(
2
1d)]()([ 221

0
αβαβαβα −=−−+= ∫ ttI . 

 
图 3-2                             图 3-3 

例 3.2 设 C1, C2, C3 为图 3-3 中所示直线段, 计算 

(1) zz
C

dRe
3
∫ ;                   (2) zz

CC
dRe

21
∫ +

.  

解(1) tzC )i1(:3 += , 则 0 ≤ t ≤1, 
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);i1(
2
1d)i1(dRe

1

03

+=+= ∫∫ ttzz
C

 

  (2) C1： tz = , 0 ≤ t ≤1, C2： tz i1+= , 0≤ t ≤1,  

.i
2
1 idd

dRedRedRe

1

0

1

0

2121

+=+=

+=

∫∫

∫∫∫ +

ttt

zzzzzz
CCCC

 

例 3.3 设曲线 C 为圆周 Rzz =− || 0 , 求积分
nC zz

z
)(

d

0−∫ .  

解  C： ,e i
0

θRzz =− 0 ≤θ ≤ 2π , 于是,  





≠
=

=

−+−=

==
−

∫

∫∫∫
−

−−

.10
;1,iπ2

d])1sin(i)1[cos(i

deid
e
ie

)(
d

2

0

1

)1(i2

0

1
i

iπ2

0
0

时，当

时当

n
n

nnR

R
R
R

zz
z

n

nn
nnnC

θθθ

θθ

π

θπ

θ

θ

       (3-3) 

§ 3.2 柯西定理 

柯西定理和下边介绍的柯西公式是复变函数的基本定理和基本公

式, 解析函数的许多重要结果, 都是利用它们导出的.  

3.2.1 单连通区域的柯西定理 

积分不仅依赖于被积函数, 而且依赖于所取曲线 C. 设 )(zf 在区

域D内连续, 那么当我们在D内取两条不同曲线 C1及 C2连接两点 z1, z2

时, 积分 zzf
C

d)(
1
∫ 与 zzf

C
d)(

2
∫ 一般是不相等的, 但在例 3.1 中, 积分

路径虽不同, 但沿不同路径积分总是同一个数, 因此, 人们很自然地提

出：函数应当满足怎样的条件, 才能使它的积分与积分路径无关呢？像
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实函数曲线积分情形一样, 和这个问题相联系的是找出函数沿任一条

闭曲线的积分为零的条件. 由定理 3.1, 问题就转化为实函数的线积分

的相应问题, 于是不难推出下列定理.  
定理 3.2 若函数 )(zf 在单连通区域 D 内解析, 并且 )(zf ′ 在 D 连

续, 则对 D 内任一闭路 C, 有 0d)( =∫ zzf
C

.  

证  回顾曲线积分的格林(Green)定理, 若 ),(),,( yxQyxP 在区域

D 有一阶连续偏导数且
y
P

x
Q

∂
∂

=
∂
∂

, 则 0dd =+∫ yQxP
C

.  

已知 yuxyxuzzf
CCC

ddiddd)( ++−= ∫∫∫ uu . 因 )(zf ′ 在 D 连续, 

故 u,υ 都有一阶连续偏导数且由 C-R 条件得 

yx
u

∂
∂

=
∂
∂ u

,  
xy

u
∂
∂

−=
∂
∂ u

.  

据格林定理 

0dd,0dd =+=− ∫∫ yuxyxu
CC
uu ,  

故 

0d)( =∫ zzf
C

.  

定理 3.2 中关于 )(zf ′ 连续的条件, 是可以去掉的, 1900 年, 法国数

学家古莎(Grourat)证明了以下仍称为柯西定理的命题.  

定理 3.3 （柯西定理）若 D 为单连通域, )(zf 在 D 解析, 则对 D

内任一闭路 C, 有 

0d)( =∫ zzf
C

.  

此定理证明较繁, 在此我们略去对它的证明.  

波拉德(Pollard)于 1923 年把定理 3.3 又作了进一步的推广： 

定理 3.4 若函数 )(zf 在闭路 C 的内部 D 解析, 在闭域 CDD +=
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上连续, 则 

0d)( =∫ zzf
C

.  

例 3.4 因 naz ( a 为常数, n 为非负整数), zsin 、 zcos 、 ze 在 z 平

面上都解析, 故对 z 平面上任一闭路 C, 有 

0d2sine2,0d 2 == ∫∫ zzzzaz z

C

n

C
. 

例 3.5 设 2||:,1||: 21 == zCzC , 显然有 

(1) 0d
cos

e
1

=∫ z
z

z z

C
;   (2) 0d

3
sin

2

=
−∫ z

z
z

C
;  

(3) 0d
2

1
1

=
+∫ z

zC
; 又 ,e: i

1
θ=zC π− ≤θ ≤π , 故 

θ
θ
θθ

θ
θ

θ
θθ

θθθθ

θ
θθ

θθ

θ
θ

θ

d
cos45
cos21id

cos45
sin2

d
)sin)cos2(

)sinicos2)(sini(cosi

d
)sini(cos2

)sini(cosi

d
e2

ied
2

1

π

π

π

π

22

π

π

π

π

i

iπ

π1

+
+

+
+
−

=

++

−++
=

++
+

=

+
=

+

∫∫

∫

∫

∫∫

−−

−

−

−
z

zC

 

从而 

0d
cos45
cos21,0d

cos45
sin2 π

π

π

π
=

+
+

=
+
−

∫∫ −−
θ

θ
θθ

θ
θ . 

定理 3.5 设函数 )(zf 在 z 平面上的单连通区域 D 内解析. C 为 D

内的任一闭曲线(不必是简单的), 则 

0d)( =∫ zzf
C

.  

证 因 C 总可以由 D 内的简单闭曲线衔接而成, 如图 3-4 所示, 由
复积分性质及定理 3.3 便可得证.  
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设 z1, z2 是区域 D 内的任意两点, L1, L2 是位于 D 内的任二条连接

z1 到 z2 的曲线, 如果 

zzfzzf
LL

d)(d)(
21
∫∫ =  

 

图 3-4 

那么就称函数 )(zf 在 D 内的积分与路径无关, 此时, 记积分为 

∫
2

1

d)(
z

z
zzf . 

若函数 )(zf 在单连通区域 D 内解析, 容易证明, 函数 )(zf 在 D 内

的积分与路径无关. 事实上, 设 z1, z2 是 D 内任意二点, L1, L2 是位于 D
内的任意二条连接 1z 到 z2 的曲线, 则正方向曲线 L1 与负方向曲线 L2 就

衔接成 D 内一条闭曲线(不必是简单的)C, 如图 3-5 所示, 于是有 

 
图 3-5 

zzfzzfzzf
LLC

d)(d)(d)(0
21
∫∫∫ −

+== , 
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故得 

zzfzzf
LL

d)(d)(
21
∫∫ = . 

3.2.2 解析函数的原函数 

若函数 )(zf 在单连通域 D 解析, )(zf 沿 D 内点 z0 到 D 内点 z 的积

分与连接点 z0 到 z 的曲线无关, 当 z0 选定之后, 积分由 z 唯一确定, 于
是, 由这个积分确定了 D 上的一个单值函数, 记为 

ζζ d)()(
0

fζF
ζ

ζ∫= .  

定理 3.6 设函数 )(zf 在单连通区域 D 内连续, 且沿 D 内任一闭曲

线的积分等于 0, 则函数 

),(,d)()( 0
0

DzzfzF
z

z
∈= ∫ zz  

在 D 内解析, 并且有 
DzzfzF ∈=′ ),()( .  

证  所设条件已保证了 )(zF 是一个单值函数, 以下只须证明 )(zF

在 D 处处可微, 并且有 
)()( zfzF =′ .  

任意取点 Dz∈ , 以 z 为中心作一全部含在 D 内的圆域 K, 设
,Kzz ∈∆+ ∆ z 0≠ (图 3-6). 

 

图 3-6  
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因 

0d)(d)(d)(
12

=++ ∫∫∫ −
zzfzzfzzf

LL 
,  

其中 L1 是位于 D 内连接由点 z0 到点 zz ∆+ 的任一曲线, L2 是位于 D 内

的连接点 z0 到点 z 的任一曲线, 是位于 K 内的连接点 z 到点 zz ∆+ 的

直线段. 故 

zzfzzfzzf
LL

d)(d)(d)(
21

∫∫∫ =−


.  

于是  

zzfzzfzzf
zz

z

z

z

zz

z
d)(d)(d)(

00
∫∫∫

∆+∆+
=− ,  

从而  

.d)(1

]d)(d)([1)()(
00

ζζ

ζζζζ

f
ζ

ff
ζζ

ζFζζF

ζζ

ζ

ζ

ζ

ζζ

ζ

∫

∫∫
∆+

∆+

∆
=

−
∆

=
∆

−∆+

.  

因 

ζζ d)(1d1)()( ζf
ζζ

ζfζf
ζζ

ζ

ζζ

ζ ∫∫
∆+∆+

∆
=

∆
⋅= ,  

故 

z
zf

z
zFzzF

∆
=−

∆
−∆+ 1)()()( ζζ d)]()([ ζff

ζζ

ζ
−∫

∆+
 .  

据 )(ζf 的连续性 , 任给 0>ε , 存在 0>δ  , 使得当 δζ <− || ζ , 且
K∈ζ 时 , 恒有 εζ <− |)()(| ζff . 从而取 K 使 K 内一切点z都满足

δζ <− || ζ , 则 δ<∆<∈∆+ ||0, zKzz ,  

)()()( zf
z

zFzzF
−

∆
−∆+

≤ εε =∆
∆

||
||

1 z
z

,  

于是 DzzfzF ∈=′ ),()( .  
    推论  若 )(zf 在单连通区域 D 内解析, 则定义在 D 内的函数 
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),(d)()( 0
0

DzzfzF
z

z
∈= ∫ zz  

在 D 内也解析, 并且 DzzfzF ∈=′ ),()( .  
如果在区域 D 内恒有 )()( zfzΦ =′ , 那么就称 )( zΦ 是 )(zf 在 D 内

的一个原函数或不定积分.  
据上面的推论知, 在单连通区域 D 内解析的函数, 必有原函数.  
设 )(zf 在单连通区域 D 内解析, )( zΦ 是 )(zf 的任意一个原函数, 

即 
)()( zfzΦ =′ , Dz∈ .  

由定理 3.6 知,  

DzzffzF
z

z
∈=′=′ ∫ ),()d)(()(

0

zz .  

于是, 0])()( [ =′− zFzΦ , 从而 CCzFzΦ ()()( =− 为常数). 在 

=+= CzFzΦ )()( Cf
z

z
+∫ zz d)(

0

 

中, 令 0zz = , 得到 

ζζ d)(
0

f
ζ

ζ∫ = )( )( 0zΦzΦ − .               (3-4) 

公式(3-4)中的 )( )( 0zΦzΦ − 也记作
z

z
zΦ

0

)( .  

例 3.6   i
3
2

3
d

i

i

3
2i

i
−==

−−∫
zzz .  

例 3.7 在区域 πargπ <<− z 内, zzF ln)( = 是
z
1
的一个原函数, 而

)(zf =
z
1
在 D 解析, 故有 

ζ
ζ

ζ
ζ

d11lnd1ln
11 ∫∫ =+=
ζζ

ζ .  

例 3.8 设 )(zf , )(zg 在单连通区域 D 内都是解析函数, βα , 是 D

内两点, 证明 
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zzgzfzgzfzzgzf d)()()()(d)()( ′−=′ ∫∫
β

α

β

α
.    (3-5) 

证  因对 D 内任一点 z, 有 
)()()()(])()([ zgzfzgzfzgzf ′+′=′ , 

故 
β

α

β

α
)()(d)]()()()([ zgzfzzgzfzgzf =′+′∫ ,  

从而得到式(3-5).  
例 3.9   

iπ1]e1[]eiπ[deede
iπ  

1

iπ  

1

iπ  

1 
−=−−−−−=−= ∫∫ zzzz zzz . 

3.2.3 多连通区域的柯西定理 

定义 3.2 考虑 1+n 条闭路 nCCC ,,, 10  , 其中 nCCC ,,, 21  中的每

一条都在其余各条的外部, 而它们又都在 C0 的内部. 在 C0 的内部同时

又在 nCC ,,1  外部的点集构成一个有界的多连通区域 D, 以

nCCC ,,, 10  为它的边界. 在这种情况下, 称区域 D 的边界是一条复合

闭路 −−− ++++= nCCCCC 210 , 它包括取正方向 C0, 以及取负方向的

nCCC ,,, 21  . 即假如观察者沿复合闭路 C 正方向绕行时, 区域 D 总在

观察者的左侧(图 3-7 是 n =2 情形).  

 
图 3-7 

定理 3.7 设 D 是由复合闭路 −−− ++++= nCCCCC 210 所围成的多
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连通区域, )(zf 在 D 内解析, 在 CDD += 连续, 则 

0d)( =∫ zzf
C

.  

即 

0d)(d)(d)(
10

=+++ ∫∫∫ −−
zzfzzfzzf

nCCC
  ,  (3-6) 

或写成 

zzfzzfzzf
nCCC

d)(d)(d)(
10

∫∫∫ ++=  .    (3-7) 

证   取 n+1 条互不相交且位于 D 内 (端点除外 )的光滑弧

nLLL ,,, 10  , 以这 n+1 条弧为割线顺次地与 nCCC ,,, 21  连接. 将 D

沿割线割破, 于是 D 就被分成两个单连通区域(图 3-7 是 n=2 的情形), 
其边界各是一条闭路, 分别记为 1Γ 及 2Γ , 据定理 3.4, 有 

0d)(,0d)(
21

== ∫∫ ΓΓ
zzfzzf .  

将此二等式相加, 注意到沿 nLLL ,,, 10  的积分, 各从相反的两个

方向取了一次, 在相加的过程中互相抵消. 于是, 由复积分的性质便得 

0d)( =∫ zzf
C

.  

例 3.10 设 n 为整数, C 是任一闭路, z0 是 C 内一个定点, 求积分 

nC zz
z

)(
d

0−∫ . 

解  在 D 之内部作圆周 rzzCr =− |:| 0 , 据定理 3.7 及式(3-3)有 





≠
=

=
−

=
− ∫∫ .

;
1,0
1i,π2

)(
d

)(
d

00 时当

时当

n
n

zz
z

zz
z

nCnC r

  

例 3.11  设闭路 C0 的内部含有点 0 及点 1, 求积分 
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zz
z

C −∫ 2
d

0

.  

解  取充分小的正数 r 及 p, 使 rzCr =|:| 及 pzC p =− |1:| 皆在 C0

的内部且 rC 与 pC 每个皆在另一个的外部(图 3-8). 

 
图 3-8 

据定理 3.7, 有 

zz
z

zz
z

zz
z

pr CCC −
+

−
=

− ∫∫∫ 222
ddd

0

. 

又 

i,π20iπ2d1d
1

1d)1
1

1(d

i,π2iπ20d1d
1

1d)1
1

1(d

2

2

=−=−
−

=−
−

=
−

−=−=−
−

=−
−

=
−

∫∫∫∫

∫∫∫∫
z

z
z

z
z

zzzz
z

z
z

z
z

z
zzzz

z

pppp

rrrr

CCCC

CCCC
 

故 0iπ2iπ2d
2

0

=−=
−∫ zz
z

C
. 

§ 3.3 柯西公式 

3.3.1 柯西公式 

定理 3.8 设区域 D 的边界是闭路(或复合闭路)C, )(zf 在 D 内解析, 

在 CDD += 上连续, 则有 
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.,,d)(
iπ2

1)( 0
0

0 CzDzz
zz
zfzf

C
∈∈

−
= ∫           (3-8) 

证  对 D 内任一点 z0, 取 r 充分小, 作圆域 rzzKr <− |:| 0 使 Kr 含

于 D 内, 且 rzzCr =− |:| 0 与 C 无公共点, 捅掉 Kr 得以 −+= rCCC* 为边

界的域 D*(图 3-9). 

 

图 3-9 

因 )(zf 在 D*解析, 在 *** CDD += 连续, 由定理 3.7, 有 

0d)(

0*
=

−∫ zz
zzf

C
.  

故 

).(iπ2d
)()(

                      

d
)()()(d)(d)(

0
0

0

0

00

00

zfz
zz

zfzf

z
zz

zfzfzf
zz

zzf
zz

zzf

r

rr

C

CCC

+
−
−

=

−
+−

=
−

=
−

∫

∫∫∫
     (3-9) 

再把捅掉的 Kr 补上(即令 0→r ). 下证 0→r 时,  

0d
)()(

0

0 →
−
−

∫ z
zz

zfzf
rC

. 

因 )(zf 在 z0 连续, 故对
π2
ε , 存在 0>δ , 使当 δ<− || 0zz 且 rKz∈

时, 恒有 
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r
zfzf

π2
|)()(| 0

ε
<− ,  

从而恒有 

εε
=<

−
−

∫ r
r

zz
zfzf

rC π2
π2

)()(

0

0 ,  

即证得 

0d
)()(

lim
0

0

0
=

−
−

∫→
z

zz
zfzf

rCr
.  

在式(3-9)两端令 0→r , 便得到式(3-8). 常将式(3-8)写成 

,d)(
iπ2

1)( ζ
ζ

ζ
ζ

fζf
C −

= ∫       CDz ∈∈ z, . 

式(3-8)称为柯西积分公式, 简称柯西公式, 它反映了解析函数值

之间很深刻的性质： )(zf 在 D 内的值, 可由它在边界上的值通过积分

而得到, 只要 )(zf 在 C 上的值已确定, )(zf 在 D 内的值也就随之确定. 

据此可得出许多重要结论.  
例 3.12 取 C： 1|| =z , 有 

(1)  00iπ2dsin
=⋅=∫ z

z
z

C
;  

(2) iπ 
20

eiπ2d)2(
e

d
)2(

e 0
−=

−
=

−
=

− ∫∫ z
z

zz
zz

z

C

z

C
.  

例 3.13 取 C：
2
1|i| =−z , 有 

iπ 
)ii(i

1iπ2d
i

)i(
1

)1(
d
2 −=

+
=

−
+

=
+ ∫∫ z

z
zz

zz
z

CC
. 

例 3.14  若 )(zf 在 Rzz <− || 0 内解析, 在 || 0zz − ≤ R 上连续, 则有 
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.d)e (
π2
1   d)Re(i

iπ2
1            

)|:|(d)(
iπ2

1)(

i
0

2

0

i
0

2

0

0
0

0

θθ θπθπ
Rzfzf

RzzCz
zz
zfzf RCR

+=+=

=−
−

=

∫∫

∫
  (3-10) 

式(3-10)说明：解析函数在圆心的函数值, 等于它在圆周上的平均

值.  

例 3.15 设 )(zf , )(zg 在闭路 C 的内部 D 解析, 在闭域 D =D+C 上

连续, 证明：若在闭路 C 上成立 )(zf = )(zg , 则在 D 内, )(zf = )(zg 也

成立.  
证 任取 Dz∈ , 则 

 )(d)(
iπ2

1 d)(
iπ2

1)( zg
z

g
z

fzf
RR CC

=
−

=
−

= ∫∫ z
z
z

z
z
z

.  

例 3.16 利用积分  ,e1|:|(de iθ==∫ zzCz
z

z

C
即 0 ≤ θ ≤ )π , 

计算实积分 

θθθ d)sin(sinecos∫C
及 θθθ d)cos(sinecos∫C . 

解  由柯西公式 

iπ2de
=∫ z

z

z

C
.  

又 

.]d)sin(sini)[cos(sinie                  

diede

cosπ2

0 

sinicosπ2

0 

θθθ

θ

θ

θθ

+=

=

∫

∫∫ +z
z

z

C  

故得 

θθθθ θθ ]d)cos(sineid)sin(sineiπ2 cosπ2

0 

cosπ2

0 ∫∫ +−= . 

从而有 
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.2πd)cos(sine

;0d)sin(sine

cosπ2

0 

cosπ2

0 

=

=

∫

∫
θθ

θθ

θ

θ

 

3.3.2 解析函数的高阶导数 

定理 3.9 在定理 3.8 的条件下, )(zf 在 D 内有任意阶导数, 且 

.,2,1,d
)(
)(

iπ2
!)( 1

)( =
−

=
+∫ n

z
fnzf nC

n z
z

z
       (3-11) 

证 现证 n=1时, 式(3-11)成立, 设 z为D内任意一点, 取 0≠∆z , 使
Dzz ∈D+ , 只须证明当 0→∆z 时, 下式也趋于 0.  

.d
))((

)(
iπ2

d
)(
)(

iπ2
1]d)(

iπ2
1   

d)(
iπ2

1[1

d
)(
)(

iπ2
1)()(

2

2

2

ζ
ζζ

ζ

ζ
ζ

ζ
ζ

ζ

ζ
ζ

ζ
ζ

ζζζ
fζ

ζ
ζf

ζ
f

ζζ
f

ζ

ζ
ζ
ζf

ζ
ζfζζf

C

CC

C

C

−∆−−
∆

=

−
−

−
−

∆−−∆
=

−
−

∆
−∆+

∫

∫∫

∫

∫

 

设以 z 为圆心, 以 2d 为半径的圆域完全在 D 内, 并在此圆域中取

zz ∆+ 使得 dz <∆<0 , 那么当 C∈ζ 时,  
dzzdz >∆−−>− ||,|| zz .  

设 M 是| )(zf |在 C 的一个上界, C 的长度为 l , 于是有 

ζ
ζζ

ζ d
))((

)(
iπ2 2ζζζ

fζ
C −∆−−

∆
∫ ≤ 2π2

||
d
Mlz∆

,  

因此当 0|| →∆z 时,  

.0d
))((

)(
iπ2 2

→
−∆−−

∆
∫ ζ

ζζ
ζ

ζζζ
fζ

C
 

应用数学归纳法, 可证明 )(zf 在 D 内有任意阶导数, 且式(3-11)成

 77 



南
开
大
学
出
版
社

立.  
据定理 3.9 知, 若 )(zf 在区域 D 内解析, 则 )(zf 在 D 内有任意阶

导数. 其实, 设 z 是 D 内任意一点, 以 z 为圆心作一个完全在 D 内的闭

圆域, 对此闭圆域应用定理 3.9, 可见 )(zf 在 z 有任意阶导数.  

式(3-11)说明了柯西积分 

ζ
ζ
ζ d)(

iπ2
1

ζ
f

C −∫  

关于 z 求导时, 允许在积分号下求导, 即 

.d])([
d
d

iπ2
1

d
)(
)(

iπ2
!)d)((

d
d

1

ζ
ζ

ζ

ζ
ζ

ζ
ζ

ζ
ζ

ζ
f

ζ

ζ
fn

ζ
f

ζ

n

n

C

nCCn

n

−
=

−
=

−

∫

∫∫ +

  

一个定义在实数区间上可导的实函数 )(xf , 其导数 )(xf ′ 就不一

定可导了. 如 







=

≠
=

0,0

;0,1sin
)(

2

x

x
x

x
xf  

在 ),( +∞−∞ 处处可导, 但 







=

≠−
=′

0,0

;0,1cos1sin2
)(

x

x
xx

x
xf  

在 x=0 不可导. 但是, 在一个区域上可导的复变函数, 在 D 内的各阶导

数都存在. 这是与实函数很不相同的结论, 是实函数与复变函数的又

一重大差异.  
例 3.17  设 )(zf , )(zg 是解析函数; 且 

0)(,0)()( 000 ≠′== zgzgzf ,  

证明： 

)(
)(lim

)(
)(lim

00 zg
zf

zg
zf

zzzz ′
′

=
→→

. 
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证     

)(
)(lim

)(
)(

)()(

)()(

lim
)(
)(lim

000 0

0

0

0

0

0

zf
zf

zg
zf

zz
zgzg

zz
zfzf

zg
zf

zzzzzz ′
′

=
′
′

=

−
−
−
−

=
→→→

. 

例 3.18  设 rzCr =|:| , 考察 r 取不同值时, 积分 

)1)(1(
d

3 −+∫ zzz
z

rC
的值.  

解 (1) 当 10 << r 时,  

.iπ2                                      

 
0

]
)1(

2
)1(

2[
2
iπ                                      

0
]

1
1

1
1[

2
iπ                                      

   
0

]
)1)(1(

1[
2

iπ2                                      

d)1)(1(
1

)1)(1(
d

33

33

−=

=
′′

+
−

−
=

=
′′

+
−

−
=

=
′′

−+
=

−+
=

−+ ∫∫

zzz

zzz

zzz

z
z

zz
zzz

z
rr CC

 

(2) 当 1|| == rz 时, 所说积分不存在.  

(3) 当 +∞<< r1 时, 在 C 内作三个小圆 
,|:|,|1:|,|1:| 011 011

rzCrzCrzC rrr ==−=+ −−
 

且使每一个都在其余两圆周的外部, 但它们都在 Cr之内部(图 3-10), 则
有 

)1)(1(
d

)1)(1(
d

)1)(1(
d

)1)(1(
d

333

3

101 −+
+

−+
+

−+
=

−+

∫∫∫

∫

− zzz
z

zzz
z

zzz
z

zzz
z

rrr

r

CCC

C
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]
2

i2πiπ2
)11()1(

1[iπ2

d
1

)1(
1

d)1)(1(
1

d
1

)1(
1

3

3

3

3

101

=

+−
−−−

=

−
+

+
−+

+
+
−

= ∫∫∫
−

z
z

zzz
z

zzz
z

zz
rrr CCC

 

 

图 3-10 

定理 3.10 函数 ),(i),()( yxyxuzf u+= 在区域 D 解析的充要条件

是 

(1) 
yxy

u
x
u

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂ uu ,,, 在 D 内连续;  

(2) ),(),,( yxyxu u 在 D 内满足 C-R 条件.  

证   充分性. 因 u,υ 的一阶偏导数均连续, 故 u,υ 在 D 可微, 又
u,υ 在 D 满足 C-R 条件, 故 )(zf 在 D 可微, D 是区域, 于是 )(zf 在 D

解析.  
必要性. 因 )(zf 在 D 解析, 故 u,υ 在 D 满足 C-R 条件; 又因 

)(ii)(
y
u

yxx
uzf

∂
∂

−+
∂
∂

=
∂
∂

+
∂
∂

=′ uu
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在区域 D 连续, 故 

yxy
u

x
u

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂ uu ,,,  

在区域 D 连续.  
定理 3.11 (莫勒尔 Morera 定理)若函数 )(zf 在单连通区域 D 内连续, 

且对 D 内任一闭路 C, 有 

0d)( =∫ zzf
c

,  

则 )(zf 在 D 解析. 

证 由假设知 

ζζ d)()(
0

fζF
ζ

ζ∫=  

是 D 内的解析函数, 且 )()( zfzF =′ . 因解析函数的导数在 D 内解析. 
故 )()( zFzf ′= 在 D 内解析.  

定理 3.12 )(zf 在区域 D 内解析的充要条件是 
(1) )(zf 在 D 连续;  

(2) 对任一闭路 C, 只要 C 及其内部全含于 D 内, 就有 

0d)( =∫ zzf
c

.  

证 必要性可由定理 3.3 导出. 至于充分性, 可在 D 内任一点 0z 的

一个邻域 ),( 0 ρzN ： ρ<− || 0zz 内来应用定理 3.11. 只要ρ充分小, 就知

)(zf 在 ),( 0 ρzN 内解析, 特别地, 在 0z 解析; 因 0z 可在 D 内任意取, 
故 )(zf 在 D 内解析.  

定理 3.13 设 )(zf 在区域 D 内解析 , a 为 D 内一点 , 作

RazCR =− |:| , 使 |:| azK R − ≤ R 全含于 D 内, 则有 

)()( af n ≤ |)(|max,!
||

zfMM
R
n

RazRRn =−
= .       (3-12) 

式(3-12)称为柯西不等式.  

证  应用定理 3.9 于 RK 上, 则有 
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      d
)(
)(

iπ2
!)( 1

)( z
az
zfnaf nC

n

R
+−

= ∫  

     ≤ RnnR M
R
nR

R
Mn !  π21

π2
!

1 =
+

. 

定理 3.14 (Liouville)若 )(zf 在 z 平面上解析且有界, 则函数必为常

数.  

证  设 |)(| zf 的上界为 M , 则在式(3.12)中, 对无论什么样的 R, 

均有 RM ≤ M , 于是令 1=n , 有 

|)(| af ′ ≤
R
M .  

上式对一切 R 均成立, 让 +∞→R , 即知 )(af ′ =0, 而 a 是 z 平面上任一

点, 故 )(zf 在 z 平面上的导数为零. 故 )(zf 必为常数.  

定理 3.15 (代数学基本定理)在 z 平面上的 n 次多项式 

)0()( 0
1

10 ≠+++= − aazazazp n
nn  至少有一个零点.  

证  用反证法. 设 )(zp 在 z 平面上无零点, 则
)(

1
zp

 在 z 平面上解

析. 由于 

∞=+++=
∞→∞→

)(lim)(lim 1
0 n

nn
zz z

a
z

a
azzp  ,  

故  

0
)(

1lim ==
∞→ zpz

.  

从而存在充分大的正数 R, 使当|z|>R 时, 1|
)(

1| <
zp

, 又因
)(

1
zp

在|z|≤R

上 连 续 , 故 可 设 |
)(

1|
zp

≤ M  ( 正 常 数 ), 于 是 在 z 平 面 上 , 

1|
)(

1| +< M
zp

, 由定理 3.14, 
)(

1
zp

必为常数, 即 )(zp 必为常数. 结论与

定理的假设矛盾, 故定理得证.  
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§ 3.4 调和函数 

调和函数与解析函数的实虚部有着极为深刻的内在联系, 因而它

在解析函数的理论中具有一定的地位; 调和函数又是许多实际问题中

经常遇到的函数, 因此它在实践中也有着重要意义. 本节只对解析函

数的实、虚部与调和函数的关系作一些初步的介绍.  
定义 3.2 若实二元函数 ),( yxT 在区域 D 内有连续的二阶偏导数, 

且满足拉普拉斯(Laplace)方程 

0
2

2

2

2
=

∂

∂
+

∂

∂

y
T

x
T ,  

便称 ),( yxT 为 D 内的调和函数.  
定理 3.16 若函数 ),(i),()( yxyxuzf u+= 在区域 D 内解析 , 则
),( yxu 与 ),( yxυ 均为 D 内的调和函数.  
证  由假设, u,υ 在 D 内满足 C-R 条件, 且 )(zf ′′ 在 D 内连续, 从

而 u,υ 在 D 内有二阶连续偏导数, 因此 

,0                      

   )()(                      

)()(

22

2

2

2

2

=
∂∂

∂
−

∂∂
∂

=
∂
∂

−
∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

=

∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

=
∂
∂

+
∂
∂

xyyxxyyx

y
u

yx
u

xy
u

x
u

uuuu
 

即 u 是 D 内的调和函数. 同样证明υ 也是 D 内的调和函数.  
上述定理的逆定理不成立. 如 yxuyxzzf −==−+== u,),(i)( 都

是 z 平面上的调和函数, 但 zzf =)( 在 z 平面上处处不解析.  
定义 3.3 若在区域D内, ),( yxu 与 ),( yxυ 均为调和函数, 且 u,υ 在

D 满足 C-R 条件, 则称υ 是 u 在 D 内的共轭调和函数.  
定理 3.17 若 )(zf 在区域 D 内解析, 则 )(Im zf=υ 是 )(Re zfu =

的共轭调和函数.  
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此定理的证明是明显的.  
定理 3.18 若在区域 D 内, ),( yxυ 是 ),( yxu 的共轭调和函数, 则

υi)( += υzf 是 D 内的解析函数.  

证 由假设 u,υ 在 D 内有一阶连续偏导数
yxy

u
x
u

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂ uu ,,, , 又在 D

内 u,υ 满足 C-R 条件, 故据定理 3.10 知 υi)( += υzf 在区域 D 内解析.  

由定理 3.17 及定理 3.18 知： 
)(zf 在区域 D 内解析的充要条件是在 D 内 )(Im zf=υ 是

)(Re zfu = 共轭调和函数.  

由此可见调和函数与解析函数的深刻联系.  
设 D 为单连通域, 自然有以下两个问题： 
(1) 已知D内的解析函数的实部 ),( yxu , 在D内确定该解析函数的

虚部 ),( yxυ . 这等价于已知 D 内的调和函数 ),( yxu , 在 D 内求 ),( yxu
的共轭调和函数 ),( yxυ .  

(2) 已知 D 内解析函数的虚部 ),( yxυ , 在 D 内确定该解析函数的

实部 ),( yxu , 这等价于在 D 内求调和函数 ),( yxu , 使 ),( yxυ 是 ),( yxu

的共轭调和函数.  
由于 D 是单连通区域, 而且由问题中的条件, 在 D 内有 

.ddddd

,ddddd

y
x
ux

y
uy

y
x

x

y
x

x
y

y
y
ux

x
uu

∂
∂

+
∂
∂

−=
∂
∂

+
∂
∂

=

∂
∂

−
∂
∂

=
∂
∂

+
∂
∂

=

uuu

uu

 

于是问题(1), (2)可分别按以下公式求解： 

Cy
x
ux

y
uyx

yx
+

∂
∂

+
∂
∂

−= ∫ dd
),(

),( 00

u ,             (3.13) 

Cy
x

x
y

u
yx

yx
+

∂
∂

−
∂
∂

= ∫ dd
),(

),( 00

uu
,               (3.14) 

其中 Dyx ∈),( 00 , C 是任意实常数.  

例 3.19 已知 解析函数的实部 yxyu 23 3−= , 求该解析函数的虚

 84 



南
开
大
学
出
版
社

部 ),( yxυ , 从而求出此解析函数 )(zf = ),( yxu +i ),( yxυ , 且使 i)2( =f .  
解  利用公式(3-13), 取积分路线如图 3-11 所示, 有 

.3   

d)6(d3   

dd

23

0

2

0

),(

)0,0(

Cxyx

Cyxyxx

Cy
x
ux

y
u

yx

yx

+−=

+−+=

+
∂
∂

+
∂
∂

−=

∫∫

∫u

 

于是 Cxyxyxyuzf i)3(i3i)( 2323 +−+−=+= u . 由 i)2( =f , 

得 )8(ii C+= , 即 C= -7, 故 

i7)3(i3)( 2323 −−+−= xyxyxyzf . 
例 3.20 已知解析函数的虚部 

,arctan
x
y

=υ    )0( >x , 

求该解析函数的实部 u, 从而确定此解析函数 )(zf = ),( yxu +i ),( yxυ .  

解  利用公式(3-14)取积分路线如图 3-12, 有 

,ln   

ln)ln(
2
1ln   

dd1   

d
1

d
1

1

   

dd

22

22

2201

2

2

2

2

2

),(

)0,1(

),(

)0,1(

Cyx

Cxyxx

Cy
yx

yx
x

Cy

x
y

x
y

x

x
y

x

Cy
x

x
y

u

yx

yx

yx

++=

+−++=

+
+

−=

+

+

−
−

+

=

+
∂
∂

−
∂
∂

=

∫∫

∫

∫
uu

 

故 Cyx
x
yzf +++= 22lnarctani)(   
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图 3-11                     图 3-12 

对于解析函数 )(zf , 已知 )(Re zfu = 或已知 )(Im zf=υ 时, 也可

先求出 )(zf ′ 然后再求出 )(zf 来, 从而就求得υ 或 u 了, 我们用此法重

新求解例 3.19 和例 3.20. 
对例 3.19, 因 

i3)33(i6i)( 222 zxyxy
y
u

x
uzf =−−−=

∂
∂

−
∂
∂

=′ , 

故 

CzCCfzf
zz

+=+=+′= ∫∫ 32

00
id3id)()( zzzz , 

由 i)2( =f , 得 8 i7,ii −==+ CC , 故   

)7(i)( 3 −= zzf . 

对例 3.20, 因 

2

2

2

2
1

i
1

1

i)(

x
y
x
y

x
y

x
xy

zf
+

−
+

+

=
∂
∂

+
∂
∂

=′ υυ
 

     
zyx

y
yx

x 1i 2222 =
+

−
+

+
= ,  

故 

CzCCfzf
zz

+=+=+′= ∫∫ ln d1   d)()(
11

z
z

zz .  
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§ 3.5 习题 

1. 计算 Re z 沿曲线 C： 2ittz += 0( ≤ t ≤ )1 的积分.  

2. 设 C 为连接 i− 到 i 的直线段, 证明 zyx
c

d)i( 22 +∫ ≤ 2 .  

3. 设 C 为连接 i− 到 i 的右半圆周, 证明 

zyx
c

d)i( 22 +∫ ≤π .  

4. 计算下列沿曲线 C： 1|| =z 的积分： 

(1) ∫ −C z
z ;
2

d         (2) ∫
C z

z ;
cos

d  

(3) ∫
C

zz ;dez          (4) ∫ ++C zz
z .

42
d

2  

5. 计算下列积分: 

(1) ∫
=− −1|2|

d
2

e
z

z
z

z
;      (2) ∫

=2||

dcos3

z

zzz ;  

(3) ∫
=− +

2
3

|2|

d
1

e
2

i

iz

z
z

z
;      (4) ∫

= ++
2
3

|| )4)(1(
d

22
z zz

z
;  

(5) ∫
= −2||

d
)

2
π(

sin
2z

z
z

z
;  

(6) ∫
′

C

z
zf
zf d
)(
)(

, C 为单连通区域 D 内的任一闭路, )(zf 在 D 解析, 

且在 D 内每点不为 0.  
6. 计算下列积分： 

(1) ∫ = +
+

+4||
d)

i2
3

1
4(

z
z

zz
;         (2) ∫ =2|| 2 dcos

z
z

z
z

;  
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(3) ∫ −c z
z

i
d , C 是以 i

5
6,

2
1
±± 为顶点的正方菱形;  

(4) ∫ = +2|| 2 2
d

z z
z

.  

7. 计算积分  ∫ −c
z

z

z
d

1
4
πsin

2
, 其中 

(1) C： ;
2
1|1| =+z       (2) C： ;

2
1|1| =−z       (3) C： 2|| =z .  

8. 计算积分 z
zz

z

c
d

)1(
e

iπ2
1

3−∫ ,  

其中 C 是一条闭路, 合于下列条件之一: 
(1) z =0 在 C 的内部, z =1 在 C 的外部;  
(2) z = 1 在 C 的内部, z =0 在 C 的外部;  
(3) z =0, z =1 都在 C 的内部.  
9. 证明：若 )(ζϕ 在一条简单曲线 C 上连续, 则在不含 C 上点的任

何区域 D 内, 函数 

ζ
ζ
ζϕ d)(

i2π
1)(

ζ
ζF

c −
= ∫  

解析, 并且有任意阶导数 

),2,1(d
)(
)(

iπ2
!)( 1

)( =
−

= +∫ n
z

nzF nc

n z
z

zϕ
.  

这里确定的函数的积分称为柯西型积分.  
10. 用积分 

2
d

1|| +∫ = z
z

z
 

计算积分 

θ
θ
θ d

cos45
cos21π

0 +
+

∫ .  

11. 用积分 
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z
zz

z n

z
d1)1(

1||
+∫ =

 

计算积分 

θθdcos2π

0

m∫ 及 θθdcos 12π

0

−∫ m .  

12. 分别由下列条件求解析函数 υi)( += υzf ： 
(1) i;)2(,)1(2 −=−= fyxu  
(2) 0)0(,)sincos(e =+++= fyxxxyyxυ . 
13. 设 υi)( += υzf 是区域 D 内的解析函数, 试证 u− 是υ 在 D 内

的共轭调和函数.  
14. 若 )(zu 是区域 D1 内的调和函数, )(ζgζ = 是区域 D 内的解析

函数, 且其函数值都在 D1 内, 试证复合函数 )()]([ ζζ Ugu = 是 D 内的调

和函数.  
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